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i. benevola accoglienza falla dal pubblico a que- 
sta nostra istituzione di geometria solida ci ba imposto 
il dovere di rivederla accuratamente , e di farci qua e 
là qualche giunta e qualche modificazione aiiinchè po- 
tesse meglio corrispondere all’oggetto per cui fu scritta, 
cioè quello di rendere la scienza facile ad apprendersi 
ed a ritenersi , senza toglier nulla al patrimonio di essa, 
ed a quel rigore , che giustamente si esige in un libro 
di scienze esatte. Di ciò ognuno avrà potuto convincer- 
si ; dappoiché , se non c’ inganniamo , pare che siamo 
riusciti non solo a dimostrar tutto con grande semplicità 
e rigore , ma ancora ad esporre la scienza con quell'or- 
dine , c con quel legame indispensabili per farla appren- 
dere con grande facilità, perchè ajulano potentemente la 
memoria e l’ intelletto dell’ allievo. 

2. Nella prima edizione avevamo esposto in una lun- 
ga nota , o piuttosto dissertazione , i mezzi e le vedute 
che ci avevano condotti ad un siffatto risultamenlo; ma 
abbiamo stimato doverla togliere nella presente , perchè 
le considerazioni fatte in quella nota su varii punti dili- 
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cali della scienza si troveranno più ampiamente sviluppa* 
te in altra scrittura, clic speriamo poter pubblicare al più 
presto possibile. Purtuttavolta ci è sembrato di dover qui 
riportare alcune di quelle' considerazioni, allinchè si pos- 
sa acquistare una idea di ciò che abbiamo fatto; il che 
ci darà occasione di fare qualche nuova osservazione uti- 
le a premunire la gioventù studiosa contro certe opinio- 
ni , che in fatto d’istituzione geometrica si spacciano con 
gravità , e facilmente ne impongono al volgo. 

3. La geometria solida può concepirsi divisa in tre par- 
ti : la prima riguarda i piani e gli angoli solidi, la se- 
conda i poliedri , la terza i tre corpi rotondi ; e questo 
ire parti corrispondono a quelle, nelle quali abbiamo di- 
visa la geometria piana; perchè quivi abbiano prima par- 
lato delle linee rette e degli angoli piani , poi dei po- 
ligoni , e finalmente del cerchio : in guisa che le teori- 
che della solida si trovano in esatta relazione con quel- 
le della piana. Abbiam poi stimato di esporre la geome- 
tria solida , come avevamo già fallo per la piana , in 
modo che ogni capitolo contenesse una data teorica sen- 
za miscugli , per quanto era possibile, perchè così si evi- 
ta il grave inconveniente di disporre le proposizioni ad 
arbitrio , con la sola condizione di mantenere l’esattezza 
delle dimostrazioni. Una siffatta divisione di teoriche rie- 
sce più difficile a praticarsi uella geometria solida che 
nella piana ; poiché quando gli oggetti divengono com- 
plicati, convien disporli a gruppi, e non disgiungerli con 
minute divisioni. Quindi ci siamo sforzali di mettere fra 
Je teoriche tal separazione die non impedisse di poter ve- 
dere , per così dire , tutta la loro fisonomia. 

4- Nella teorica de’ piani si è procuralo non solo di 
togliere il disordine che vi esisteva, e di metterla in cor- 
rispondenza con la geometria piana là dove ve nera bi- 
sogno , ma si sono ancora riempiti i vuoti di non pic- 
colo momento esistenti in Euclide , ed in Legendre, cioè 
ne* due più riputali scrittori di clementi geometrici. Di 
ciò ognuno potrà esser convinto esaminando il nostro la- 
voro ; e basterà qui citare la proposizione che riguarda 
la misura della inclinazione di una retta con un piano, 
che non trovasi affatto in Legendre , ed in Euclide si 
rinviene messa fra le definizioni in un modo imperfette. 
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abbenchè sia un teorema, il quale esige una formale dimo- 
strazione. Abln’am poi stimato di dover esporre la teorica 
compiuta degli angoli solidi, ^del la quale Euclide non ci 
ba lascialo se non alcune nozioni imperfette , che si ri- 
sentono della infanzia della scienza. La stessa teorica de- 
gli angoli solidi esposta da Legendre è stata non solo 
estesa , ma modificala in qualche proposizione fondamen- 
tale , come quella clic riguarda 1’ uguaglianza degli an- 
goli diedri , quando gli angoli piani di due angoli soli- 
di triedri sono rispettivamente eguali. La dimostrazione 
di Legendre, o piuttosto di Roberto Simson, non è gene- 
rale, perchè esaminandola con attenzione suppone tacita- 
mente che due degli angoli piani accennati siano acuti. Ol- 
tre a ciò se gli angoli diedri , di cui si vuol dimostrare 
1’ uguaglianza sono ottusi , convien considerare nella di- 
mostrazióne un secondo caso , che unito al primo rende 
la dimostrazione lunga e difficile per i principianti. Si 
è ovviato a queste difficoltà con una costruzione sempli- 
cissima che ognuno può intendere con grande facilità. 

In questa seconda edizione si è cercato di render più 
chiara la dimostrazione della proposizione che riguarda 
1* angolo triedro supplementario ; ed è questo il solo can- 

f iamento fatto nella teorica de’ piani c degli angoli sol i- 
i , perchè lutto il resto riducesi ad alcune parole ag- 
giunte per servire alla chiarezza. 

5 . La teorica dei poliedri è monca , ed imperfetta in 
Euclide , come tutti sauno. I geometri moderni , e so- 
prattutto Legendre, l’hanno perfezionata ed ingrandita con 

F ieno successo ; ma ciò non ostante il sistema di quél- 
antico geometra nel fondo era rimaso lo stesso; il che 
produceva una complicazione ed una difficoltà grande nel- 
1’ apprendere una cosi importante teorica. Ci sembra es- 
ser riusciti ad esporla in un modo compiuto c tale che 
proposizioni difficili si trovano rigorosamente dimostrate 
con estrema facilità ; il che non ha potuto ottenersi sen- 
za rifare dalle fondamenta tutta la teorica accennata, met- 
tendo a profitto le meditazioni degli antichi e de’ moder- 
ni geometri , non che le nostre , qualunque esse siano. 

In questa seconda edizione il solo cangiamento notevo- 
le consiste in una proposizione da noi introdotta per la 
prima volta negli elementi, e nella quale si tratta di tra- 
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sformare un poliedro in una piramide equivalente, ana- 
loga a quella , in cui si propone di trasformare un po- 
ligono in un triangolo equivalente. La dimostrazione è 
stata rifatta in modo da tagliere qualunque equivoco, e 
ci sembra di averla esposta con quella chiarezza e sem- 
plicità ; cìie stimiamo esser così necessarie ne’libri elemen- 
tari. 

6. La teorica de' tre corpi rotondi comprende princi- 
palmente i cosi delti teoremi di Archimede intorno alla 
misura delle superficie e de’ volumi del cilindro retto , 
del cono relto , e della sfera. Euclide si è occupato dei 
tre corpi rotondi nel lib. XII, ma siccome non potè dar- 
ci la misura del cerchio , cosi non polo darci neppure 
la misura delle superficie e de’ volumi deìre corpi roton- 
di : appena arrivò a dimostrare che il cono è la terza 
parte del cilindro della stessa base e della stessa altezza, 
che i cilindri simili stanno in ragion triplicata degli assi 
o de’ diametri delle basi corrispondenti , e che le sfere 
stanno come i cubi de' diametri. Or è manifesto che se 


si suppongono i teoremi di Archimede, quelli dimostrali 
da Euclide intorno ai corpi rotondi non sono che sem- 
plicissimi corollarj ; e per conseguenza quasi lutto il lib. 
Xll di Euclide diviene perfettamente inutile ; il che uni- 
to a quanto si è detto più sopra dimostra in modo in- 
contrastabile che la geometria solida di Euclide dev’ es- 
sere eli mina 'a dall’ insegnamento , e dev’ esser rimessa 


nelle mani de’ geometri latti , come è avvenuto per i li- 
bri di Apollonio , e dello stesso Archimede, che da gran 
tempo sono stati tolti dalle mani della gioventù studiosa 
per opera degli stessi ammiratori degli antichi geometri. 
Che dunque dovrà pensarsi della usanza materiale inval- 
sa per sì luogo tempo pelle scuole, e che tuttavia si man- 
tiene in alcune di esse , cioè di obbligare lo studente di 
Matematica ad imparare i due libri della geometria so- 
lida di Euclide , e dopo questi passare a studiare i teo- 
remi di Archimede , clic gli Euclidisti vi aggiungono, 
senza darne per altro le dimostrazioni lasciateci dal som- 
mo geometra di Siracusa , perchè sono di una compli- 
cazione , e di una diificolià tale che stancherebbe e con- 


fonderebbe la mente di un principiante ? 

Dalle cose fin qui esposte risulta mauifcslo che per rag- 
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giungere lo scopo propostoci , cioè quello di ridurre la 
scienza alla più grande semplicità « brevità possibile , 
non mancando alla chiarezza ed al rigore, era necessario 
che nella teorica de’ corpi rotondi avessimo messo da 
parte le dimostrazioni lasciateci da Euclide, e da Archi- 
mede, e ci fossimo rivolli totalmente a quelle de’ geo- 
metri moderni, i quali hanno il merito innegabile di aver 
esposto la teorica accennata con ordine rigoroso , senza 
le logiche incongruenze di certi appassionati lodatori , e , 
cattivi interpreti degli antichi geometri, che più sopra ab- 
biamo segnalate. .. è 

7 . Ma qui insorgeva un'altra difficoltà, cioè quella di 
dovere scegliere tra le diverse dimostrazioni, che i geo- 
metri moderni han dato dei teoremi di Archimede. Il 
celebre Legendre ha preferito di attenersi a quelle che 
fece Maurolico , geometra siciliano , io una sua para- 
frasi assai stimala delle opere di Archimede , che venne 
pubblicala a Palermo nel i685 (*). 

Quantunque Maurolico sia giunto ad evitare le com- 
plicazioni e le lungherie degli antichi geometri, ed a far 
dipendere le sue dimostrazioni da un solo principio , che 
sagacemente ricavò dal lih. XII di Euclide ( prop. 16 ), 

{ uire bisogna confessare che la maniera da esso tenuta 
ia il difetto notabile di. una uniformità che confonde e 
stanca ; e sebbene abbia il vantaggio di parlare agli oc- 
chi , non per tanto il giro del ragionamento ha un 
non so che di tortuoso che rende le proposizioni difficili 
ad apprendersi ed a ritenersi , come vien provalo dal 
Catto nell’ insegnamento. Di più , le dimostrazioni di 
Maurolico non sono senza replica , almeno per quelli 
che pretendono potersi dimostrare i teoremi di Ar- 
chimede senza la considerazione dell’ infinito. Per con- 

(*) Legendre non ha nominato Maurolico, nja non ha mai prete- 
so appropriarsi le dimostrazioni di questo celebre geometra . ab- 
benchè le avesse notevolmente modificate ed estese da suo pari. 

Alt’ opposto uno de'nostri tanti traduttori di Euclide, dopo di aver 
fatto uso delle dimostrazioni accennate ne‘ così detti teoremi di 
Archimede , Bell’edizione del 1843 dice di esserci incontrato ia 
quelle stesse dimostrazioni di Maurolico , che non avea mai cono- 
sciute: ed ecco le cose patrie ignorate da quelli stessi che dovrebbe- 
ro conoscerle ;e che per giunta ci rimproverano di ricorrere a libri 
stranieri nell' insegnamento delle Matematiche J 
h 
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vincersi di ciò basterà vedere come Maurolico dimostra, 
che il cerchio ò uguale ad un rettangolo, di cui un lato 
rappresenta la circonferenza, e l’altro la metà del raggio: 
se il cerchio proposto , egli dice , non è uguale a quel 
rettangolo , vi dovrà essere un cerchio o maggiore o mi- 
nore del rettangolo medesimo, ed appoggiandosi alla pos- 
sibilità che vi sia, egli arriva a provare per assurdo che 
il cerchio proposto dev’ esser uguale al rettangolo, di cui 
è parola, òr è manifesto che quella possibilità può negar- 
si ; e per conseguenza tutta la dimostrazione precipita dalle 
fondamenta. Egli è vero che Maurolico da geometra 
profondo ha preveduto la difficoltà ; dappoiché nella sua 
opera si sforza di dimostrare l’ indicata possibilità in un 
lemma ; ma qudla sua dimostrazione , a tutto rigore , 
non può sussistere ; poiché egli assume come evidente 
che il rapporto esistente Ira un cerchio ed un rettangolo 
possa esser espresso da due linee ; il che suppone quello 
ch’è in quistione , cioè la possibilità di trasformare il 
cerchio in un poligono equivalente. 

Per giustificare le dimostrazioni di Legendre , o piut- 
tosto di Maurolico , intorno alla misura del cerchio } e 
quindi de* Ire corpi rotondi , il signor Duchesne , geo- 
metra francese , ha detto che a partire da zero dando 
al raggio Ulti' i valori possibili si può sempre concepire 
F esistenza di un cerchio equivalente ad un rettangolo 
dato. E questa 1’ unica idea che possa porsi in campo 
in difesa di quelle dimostrazioni ; e però ognun vedo 
che bisogna ricorrere alla considerazione dell’ influito, ed 
allora non vale la pena di adottare le dimostrazioni ac- 
cennate , le quali sono indirette ed hanno qualche volta 
bisogno di lunghe preparazioni , come avviene soprattut- 
to nella misura della solidità della sfera. 

8. Noi abbiam provato nella prima edizione in dna 
nota più sopra citala , che nelle stesse dimostrazioni ge- 
nuina di Archimede sulla misura del cerchio , e quindi 
de’ tre corpi rotondi , v’ era mascherata la considerazio- 
ne dell' infinito , ma non tolta effettivamente ; dappoi- 
ché quel sommo geometra è costretto a ricorrere ad un 
principio , di cui non trovasi fallo uso prima di lui , 
cioè che la circonferenza del cerchio è maggiore del pe- 
ri metro del poligono regolare iscritto , ed è minore del 
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ei i coscritto. Or un siffatto principio non è evidente , e 
perciò si sono sforzati a dimostrarlo nou solo i geome- 
tri moderni, ma anche gli antichi , come appare dalla 
dimostrazione lasciataci da Eutocio. Ma queste dimostra- 
zioni alla fine de’ conti non possono reggere senza la con- 
siderazione dell’ infinito , cioè senza considerare il cer- 
chio come un .poligono regolare di un numero infinito 
di lati. Per la qual cosa , quando anche si arrivasse a 
dimostrare rigorosamente , ed' indipendentemente dalla 
misura del cerchio , 1' esistenza di un cerchio equivalen- 
te ad un rettangolo dato , le dimoslraiioni di Ulauroli- 
co avranno sempre bisogno della considerazione delfiu* 
Unito , perchè hanno bisogno del citalo principio di Ar- 
chimede (*). 

9. Lacroii , ed altri dotti geometri, si sono appigliali 
al cosi dello metodo de limiti per dimostrare i Icomn* 
di Archimede. Questo metodo non è in sostanza , se ben 
vi si rifletta , che lo stesso metodo di osaus/ione ado- 
perato da Archimede e da Mauroiico , ma scevro delle 
sue complicazioni , poiché il giro astrailo del ragiona- 
mento che in esso si adopera si riduce sempre rd alcu- 
ni principj generali , con 1’ aiuto de’ quali si evita la pe- 
santissima riduzione all’ assurdo., eh’ è Jndispensabile cèl- 
le dimostrazioni di Ajchimede , e di Mauroiico. Abbcn- 
chè il metodo de’ limiti sia assai prezioso, e supcriore 
di gran lunga a quello di e-austiune , e di esso si fac- 
cia uso grandissimo , appena si vada al di là degli ele- 
menti , pure non abbiamo stimato doverlo adottare 
nella teorica de’ tre corpi rotondi : in primo luogo perchè 
nell’ applicare que’ principj generali ai casi particolari , 
s’ incontra forse tanta lungheria quanta nei metodo di 
esauslioue , almeno ( come giustamente riflette il dotto 
Gergonne ) quando si vogliano fare le dimostrazioni in 
modo da non lasciar luogo ad alcun dubbio ; e quindi 
dovendosi scendere a tutte le particolarità necessarie non 

(*) È curioso che il traduttore, di cui si parla nella noia pre- 
cedente , dopo di aver fatto uso delle dimostrazioni di Manro- 
lico , che poggiano in sostanza sulla considerazione dell’infinito, 
non cessi di declamare contro i moderni scrittori di elementi 
geome rici. accusandoli d’ introdurre nella scienza la jjw udossa- 
U ideo dell infililo ! 
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si. vede perchè il metodo de* limiti debba preferirsi, ne- 
gli elementi , al metodo di esaustone , il quale quan- 
tunque in un modo indiretto ha però una forma tale che 
non lascia alcun dubbio nella mente. In secondo luogo, 
e questa è la ragione piu forte per noi , perchè il me- 
todo de’ limili ha bisogno del principio di Archimede , 
cioè delle figure iscrìtte e circoscritte ; e quindi si tro- 
Ta anche in esso mascherata la considerazione dell’ in- 
finito, ma non tolta. 

io. Non ci restava dunque altra via che quella di ri- 
correre al così detto metodo degli infinitamente piccoli, 
cioè a quel metodo , in cui si adopera la considerazio- 
ne dell’ infinito apertamente senza orpello o mistero. Le 
dimostrazioni fatte con questo metodo non hanno bisogno 
del principio di Archimede ; e perciò riescono brevissi- 
me , s’ imprimono facilmente nella memoria , e di più 
conservano le tracce della invenzione. E si noti clic quan- 
do un siffatto metodo venga adoperato come si conviene, 
e non degeneri in certe vaghe ed arbitrarie forme di 
ragionamento , che si trovano in alcuni scrittori di e- 
lemcuti , esso è tanto esatto quanto quello di esauslio- 
ne adoperato da Archimede , e quello de’ limiti segui- 
to dai geometri moderni (*)._ 

Ma si potrà dire : se il principio di Archimede è la 
conseguenza che risulta dal considerare il cerchio come 
un poligono regolare di un numerò infinito di lati, per- 
chè si dovrà far uso di questo oscuro concetto , nel quale 
*i riguarda l’ infinito come realmente esistente, e non ser- 
virsi piuttosto di quel principio Archimedeo che ha il 
vantaggio innegabile di rimanersi tra le quantità finite, 
e perciò si presenta limpido e chiaro alla mente? L’os- 
servazione è giusta; ma dalle cose sopraddette appari- 
sce manifesto che operando in tal modo non si conse- 


(*) In raelhodo infinitesimali cavendum , ne contcmnatur 
aliquid , quod non decresrat ultra quoscumque liraites iu se de- 
teminatos respectu ejus , respectu cujus contcmnitur ; quod si 
cavcatur , nullus error usquam commini poterit. 

Methodus , quam exhaustionum vocant , eodtm fuudamcnto in- 
nititur , quo methodus infiniiesimalis ; sed multo est implicatior 
«t longior. 

Boscovich , Tom. I , p. 164. 


Digitized by Google 




XIII 


guirebbe il rigore ebe si nega al metodo degl’ infinita- 
mente piccoli , perchè si fonderebbe la misura del cer- 
chio e la teorica dei tre corpi rotondi sopra un principio 
assunto senza dimostrazione , e si renderebbe la scienza 

ed a ritenersi. Ed infatti abbiam 


guardare come evidente il principio accennato hanno 
cercato di dimostrarlo a rigore , abbenchè non vi siano 
riusciti senza la considerazione dell’ infinito; e che anche 
i più appassionati panegeristi degli antichi non hanno a- 
vulo il coraggio di riportare le dimostrazioni genuine di 
Archimede , ma vi hanno supplito in altri modi che 
non hanno, per esattezza, alcuna reale superiorità sul me- 
todo degl’ infinitamente piccoli ; poiché nascondono la 
idea delT infinito senza poterla togliere effettivamente , 
essendo inerente alla natura del soggetto. Una siffatta i- 
dea s’ incontra fin dall' entrala della scienza nella teorica 
delle rette parallele, nel passaggio dalle quantità com- 
mensurabili alle incommensurabili, e finalmente in quel- 
lo della linea retta alla curva, come avviene nella misu- 
ra del cerchio, e quindi nella teorica de’ tre corpi roton- 
di. Gli antichi in questi Ire casi evitarono la considera- 
zione dell’ infinito con assumere tre principj come evi- 
denti , cioè il postulato V. di Euclide , il principio degli 
ugualmente moltiplici , ed il principio di Archimede. Se 
non si avesse riguardo ai tempi, noi diremmo eh' è que- 
sta una maniera assai comoda di levare le difficoltà che 
presentala natura del soggetto; poiché, come è nolo , 
quei tre principj non sono alla fine de’ conti che tre teo- 
remi, che devono essere dimostrati, e non si possono di- 
mostrare senza la considerazione dell’ infinito , come è 
facile restarne convinti esaminando rigidamente le dimo- 
slazioni che ne sono stale fatte a cominciare dagli antichi 
greci fino ai geometri de’ nostri giorni (*). Le difficoltà 


(*) In tin rapporto alla R. Accademia di Parigi sulla tradu- 
zione francese delle opere di Archimede fatta dal Peyrard , il 
celebre Lagrange fa menzione , senza dissaprovarla . della opi- 
nione di quei geometri, i quali sostengono non potersi dimostra- 
re il principio archimedeo senza la considerazione dell' infinito , 
il che , come ognun vede , dà gran peso a quanto qui sopra 
abbiam dello. 



moderni geometri lungi dal ri- 
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non si vincono coi dissimularle , ma con afiaccarle 
di fronte. E qui si noti che gli antichi evitando, almeno 
in apparenza , la considerazione dell' infinito , agirono 
saggiamente , perchè mancavano delle risorse che ora 
abbiamo ; ma è sfrano il vedere con quanta cura alcu- 
ni geometri moderni si sono sforzati a mascherare l’ idea 
deir inlinito,che volere o non volere s’incontra sempre nei 
teoremi di Archimede , ed un siffatto procedere è tanto 
più sorprendente quanto che t la considerazione deU’in- 
» finito costituisce , per così dire, lo spirito delle male- 
) maliche moderne , le quali per essa appunto si sono 
x rese tanto superiori alle antiche ». 

ii. Malgrado la chiarezza delle precedenti ragioni, e 
di altre molte che uomini di miglior ingegno del nostro 
hanno dette , o potranno dire in appresso , siamo ben 
persuasi che , la. forza di un’antica tradizionale opinio- 
ne farà sì che non pochi continueranno ad essere immo- 
bilmente attaccati alle antiche forme di ragionamento ; 
e non vorranno mai ammettere che la considerazione del- 
l’infinito possa introdursi senza maschera negli elementi 
di geometria. Ad imitazione degli antichi Pitlagorici, di 
cui fa menzione uno scoliaste di Euclide , grideranno la 
croce addosso a chi farà uso di quella eonsiderazioue 
per render piana e facile la istituzione geometrica; e non 
mai avranno per buona una dimostrazione, se non quan- 
do conservi una ceri’ aria di mistero, e sia appoggiata 
a ragionamenti lunghi e difficili. Questi geometri trascen- 
dentali credono profanata la scienza, quante volte le dimo- 
strazioni non sono esposte con quel pedantesco giro di pa- 
role , che il dottissimo Lacroix ha giustamente chiamato 
Io etile de curiali ; e ( cosa da non credersi ) si sdegna- 
no ancora che nella geometria s’introduca l’ordine rigo- 
roso delle proposizioni , e quel legame che serve a mo- 
strare luti’ i punti di contatto di esse , ed a predurre nel- 
la mente una piena acquiescenza 1 Nella opinione di que- 
sti sapienti il disordine nelle proposizioni , ed il pesante 
e dommatico apparato nelle dimostrazioni costituiscono il 
sublime di una istituzioue geometrica ; e un traduttore 
di Euclide , di cui abbiam fatto menzione nelle note 
precedenti , spinge il suo entusiasmo per le antiche for- 
me fino a dire che tutte lè istituzioni moderne di geome- 
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(ria snno perniciose alla gioventù studiosa, non ricavan- 
dosi da esse die scienza erronea e fallacele che i soli 
clementi di Euclide meritano di esser messi nelle ma- 
ni della gioventù ; dappoiché, egli dice, siffatti elementi 
sono l’opera più perfetta che sia uscita dalla mente u- 
mana , e di più sono buoni e sufficienti per i tempi pas- 
sali , presenti , e futuri , qualunque siasi il progresso che 
le matematiche potranno fare in avvenirci (*). Invano voi 
gli domandale le prove di queste matte asserzioni ; al 
più vi cita 1’ autorità di 1 4 secoli culli , e le opinioni 
di alcuni matematici , che interpetra a suo modo, e non 
manca mai di aggiungere alcune frasi che sembrano ra* 
gioni , ma non sono in sostanza che pure e prette mal- 
dicenze contro coloro, che in vece di dar ascolto alle sue 
declamazioni, si sono apertamente sottoscritti al giudizio 
della li. Accademia di Parigi, contenuto in un rapporto 
fatto dai celebri matematici Prony , Ddambre , e Po n- 
sot, c da essa approvalo*, vale a dire che: non sarebbe 
ascollalo chi oggigiorno proponesse di cominciare lo 
studio delle matematiche da Euclide (**). E si noli che 
quell’ illustre corpo scientifico possedeva allora i Lagran- 
gc , i Laplace , i Monge , i Legendre , i Pourier , i 
Poisson , i Cauchy , i Biot , gli Arago , ed altri ma- 
tematici insigni , i cui scritti vireranno lungo tempo 
nella memoria de’ posteri. Noi che . non abbiamo avuto 
la fortuna di esser traduttori e restauratori di antichi geo- 
metri , e che amiamo contemplare le matematiche nel 
loro ijicremenlo attuale, e non al traguardo di i 4 secoli 
culli , confessiamo di aver da gran tempo sottocritlo a 
quell’ autorevole giudizio , a cui , ( chi il crederebbe ? ) 
pare che abbia sottoscritto lo stesso traduttore , di cui 
parliamo ; dappoiché in una sua istituzione di geometria 
pubblicata nel 1804 si esprime in tal modo: c ho cer- 
> cato di render le dimostrazioni così chiare e precise 
» che potossero senza stento comprendersi da’ giovanetti, 
» non essendo ad essi possibile tener dietro colla mente 


(*) Vedi Prospetto di un Corso di Matematiche in 24 voi. in 
4 , non che le prefazioni e le note ai volumi già pubblicati. 

(**) Vedi le opere di Euclide tradotte in francese dal celebre 
Peyrard. 
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j a quelle di Euclide , le quali ehi ben le conosce sa, 
y che richieggono un’attenzione ed uno spirito singola- 
ire , ed a coloro , che s'istruiscono nè necessario , nè 
i comune v. 

É questo il più bel commento che si poteva fare a quel 
la sentenza degli accademici di Parigi ; onde non ag 
giungeremo altro , limitandoci a raccomandare alla gio 
■ventò studiosa che coltivi le matematiche nello stato d in 
cremento e di progresso in cui sono , e non in quello 
in cui erano dne mila e più anni indietro. 
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CAPITOLO I. 

DELLA LINEA RETTA E DEL PIANO IN GENERALE. 

1. La Geometria Solida considera l’estensione nelle sue tre 
dimensioni ; per cui le linee rette ed i piani si riguardano come si- 
tuati in qualsivoglia modo nello spazio. E qui giova ricordarsi che 
la linea retta è di sua natura indefinita , come pure il piano, abben- 
chè spesso occorra di dover considerare soltanto una parte limitata 
dell’ una , o dell’ altro. Laonde quando si dice che un punto è situato 
fuori di una linea retta , o fuori di un piano , si deve intendere che 
il punto accennato trovasi al di sopra , o al di sotto della retta , o 
del piano ; o sia sempre fuori de' loro prolungamenti. 

PROPOSIZIONE I — ■ TEOREMA. 

2. Una linea retta non può avere una sua parte in un piano , e 
la rimanente fuori del piano medesimo ( fig. I ). 

Dimostrazione. Rappresenti la figura MN un piano qualunque , 
e si supponga che la linea retta ABD abbia una parte AB nel piano 
MN , e la rimanente BD fuori di questo piano. Èssendo AB una li- 
nea retta , essa potrà prolungarsi in C nel piano MN ; per conse- 
guenza le due rette ABD , ABC avrebbero due punti comuni A,e B 
senza coincidere in tutta la loro estensione ; ma ciò è impossibile , 
dunque una linea retta non può avere una parte in un piano , e la 
rimanente fuori del piano medesimo. C. D. D. 

3. Corollario. Apparisce da questo teorema che una linea retta 

I 
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non può incontrare .un piano in più di un punto', poiché se Io in- 
contrasse in due punti, aovrebb’ essere tutta intera siiuatanel piano 
medesimo. Il punto d'incontro di una retta con un piano ditesi il 
piede della retta sullo stesso piano. 

PROPOSIZIONE II — TEOREMA. 

4. Un triangolo qualunque è situalo in un solo piano ( fig. 2 ]. 

Dim. Sia ABC un triangolo qualunque. Se una sua parte BDEC 
fesse situata in un piano, e la rimanente DAE in un altro , la retta 
AB avrebbe una sua parie BD nel primo piano, e 1’ altra DA nel 
secondo-; il che. non può snss'slere ( n.° 2); dunque un triangolo è 
sempre in un solo piano. C. D. D. 

5. Corollario. Si deduce da questo teorema che 

per tre punti A, B, C non disposti in linea retta passa un solo e me- 
desimo piano. 

Infatti, congiungendo i tre punti colle rette AB, AC, BC, il trian- 
golo ABC è situato in un solo piatto. Quindi per un punto A po- 
sto fuori di una retta BC , e per questa retta medesima si può sem- 
pre far passare un piano; poiché basta prendere due punti B , e C 
ad arbitrio nella retta accennata , e condurre il piano per i tre punti 
A,B, C;nèaltro piano potrà passare per la data retta e pel punto dato. 

PROTOSIZIONE III — TEOREMA. 

6. Due rette che s' incontrano sono situate in un medesimo pia- 
no ( fig. 3 ). 

Dim. Perocché , prendendo ad arbitrio due punti Pe N nelle due 
rette NM , e /*(?che s’incontrano nel punto F, e condotta la retta 
PN , le due linee PF , e I\’F sono situate nel piano dei triangolo 
PFN: per cui anche le rette J1N , e PQ dovranno trovarsi nel me- 
desimo piano ( n.° 2 ). C. D. D. 

PROPOSIZIONE IV TEOREMA. 

7. Una retta che incontra due altre situate in un piano , dovrà 
trovarsi nel medesimo piano ( fig. 4 ). 

Dim. Infatti,, supponendo che la retta HO incontri le rette AB , 
e CD situate in uno stesso piano, i punti L , ed E d’ incontro si tro- 
veranno nel detto piano r e però tutta la retta HO dovrà stare nel 
piano medesimo ( n.° 3 ). C. D. D. 

PROPOSIZIONE V — TEOREMA. 

8 .L' intersezione comune di due piani che s’incontrano è una li- 
nea retta ( fig. 5 ). 
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Dim. Sia AB 1’ insersezione comune di due piani MN , e PQ. È 
manifesto che questa intersezione deve essere una linea, ed una li- 
nea retta; perocché se potesse essere una porzione di superficie, o 
una linea curva , i due proposti piani avrebbero sempre più di due 
punti di comune non disposti in linea retta , e si confonderebbero 
1' uno con 1' altro ( n.° 5 ) contro la supposizione ; dunque l’ inter- 
sezione comune di due piani è una linea retta. C. D. D. 

9. Scolio. I principi fin qui esposti sono , comesi è veduto, corol- 
lari manifesti della nozione che abbiamo della linea retta, e del pia- 
no; in guisa che si potrebbero considerare quasi come assiomi. Essi 
sono della più grande importanza, perchè sopra siffatti principi sem- 
plicissimi è stabilita tutta la geometria solida. 

Or siccome nella geometria piana la prima cosa che abbiamo con- 
siderata è stato l’ incontro , o il non incontro delle rette situate in 
un piano , così pure nella geometria solida la prima cosa da consi- 
derarsi dovrà essere l’ incontro , o il non incontro delle linee rette- 
con i piani , e l’incontro, o il non incontro dei piani fra loro, senza 
che lo spazio rimanga chiuso da per ogni dove. 

CAPITOLO II. 

DELLE NETTE PERPENDICOLARI , ED OBLIQUE AI PIANI. 

10. Per una medesima linea retta AP ( fig 6 ) può passare una 
infinità di piani differenti; dappoiché un piano può girare intorno di 
una linea retta condotta in esso comunque , e prendere in questo 
modo un numero infinito di situazioni diverse senza che i punti del- 
la retta cangiano sito. Ciò premesso, si facciano passare per la retta 
AP A ue piani differenti APB , ed APC, indi da un medesimo pun- 
to P di questa retta si conducano sopra AP le perpendicolari PB , 
PC, P una nel p : ano APB , e Pal'ra nel piano APC. Or queste due 
perpendicolari determinano la posizione di un piano MN , poiché 
s'incontrano nel punto P( u a G ) , per conseguenza riesce natura- 
le il ricercare se tirando pel punto /'nel medesimo piano MN una 
qualunque altra retta PD , questa sia pure perpendicolare ad AP. 

PROPOSIZIONE VI TEORESI J. 

1 1 . Se una reità Al’ è perpendicolare a due rette i*B. PC, cita 
t'intersegano nel suo piede P nel piano MN, essa sarà perpendi- 
colare a qualsivoglia retta PD condotta pd punto I’ nel piano me- 
desimo ( tìg. 6 ), 

Dim. Si prolunghino le rette PB, PC. PD, verso H , E, F . si 
prenda PB uguale a PII, e PC uguale a PE,e si tirino le rette BC , 
EU ; indi da un punto A della perpendicolare AP si conducano le 
rette AB, All , AC. AE , AD, AF. 

Poiché P angolo BPC c uguale al suo verticale EPU , il triangolo 
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BPC sarà uguale al Iriangolo EPH-, per conseguenza si avrà BCzz 
EH, e l’angolo PCD — PEF. Or essendo di più l'angolo DPC u- 
guale al suo verticale EPE, ed il lato PC =5 PE, ne segue che il 
triangolo DPC è uguale al triangolo EPE ; e perciò risulta PD = 
PE, e DC == EF. Da un'altra parte nel piano ADII le oblique AB, 
AH sono uguali come equidistanti dalla perpendicolare AP , e lo 
stesso deve dirsi delle oblique AC,AE nel piano ACE, dunque! * 
triangoli ABC, AEH sono equilateri fra loro , e però 1’ angolo ACD 
è uguale all’ angolo AEE. Quindi i due triangoli ACD hanno 

un angolo uguale compreso fra lati respettivamente uguali, per cui 
sono uguali , ed il lato AD è uguale al iato AF, Finalmente i trian- 
goli APD, APE risultano equilateri fra loro, e però l’angolo APD 
sarà uguale all’ angolo APE , ovvero AP è perpendicolare a PD. 

C. D D. 

12. Scolio I. Una retta ditesi perpendicolare ad un piano quando 
è perpendicolare a tutte le rette che passano pel suo piede in questo 
piano -, poiché in tal caso forma angoli adiacenti uguali con tutte le 
rette accennate. 

Reciprocamente, un piano si dice perpendicolare ad una retta, al- 
lorché contiene tutte le perpendicolari condotte a questa retta per 
un medesimo punto di essa. 

13. Scolio 11. È facile vedere che la proposizione precedente e- 
quivale alla seguente: 

Se l angolo retto APC gira intorno ad un suo lato AP supposto 
immollile , i altro lato PC , che non cesserà di essere perpendico- 
lare ad AP , descriverà nel suo movimento il piano MN perpendi- 
colare ad AP ( fig. 6 ). 

Infatti , supponendo che il lato mobile PC sia giunto in PB , il 
piano che passa per queste due rette é determinalo , e la retta PC in 
tutte le sue posizioni non potrà mai trovarsi fuori di questo piano , 
perchè tutte le rette che si conducono pel punto P nel piano À1N so- 
no perpendicolari ad AP, e quindi coincidono con le varie posizio- 
ni del lato mobile PC. 

PnorOSlZIOKE VII — TEOREMA. 

14. Pei ■ un punto dato non si può condurre ad un piano che una 
sola perpendicolare ( fig. 7 ). 

Dim. Sia A un punto situato fuori del piano MN, e si supponga, 
se è possibile, che le rette AP, AD ^eno due perpendicolari a questo 
piano: indi si conduca la retta PD. Nel triangolo APD vi sarebbe- 
ro due angoli retti ; il che è assurdo ; dunque dal punto A non si 
può abbassare sul piano MN c he una sola perpendicolare. 

Se poi il punto dato è P nel piano MN, e si supponga che le ret- 
te PA, PE sieno due perpendicolari al piano medesimo , allora fa- 
cendo passare per le dette perpendicolari un piano che tagli il piano 
MN secondo la retta PD , gli angoli APD , EPD sarebbero retti 
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ambedue ; e però la parie sarebbe uguale ai tuffo , il che non può sus- 
sistere. Dunque per un putito dato non si può condurre ad un pia- 
no che una sola perpendicolare. C. D. D. 

Pr.OPOSlZONE Vili PROBLEMA. 

15. Per un punto A attuato fuori di un piano MN abbassare 
una perpendicolare so/ira questo piano ( ftg. 8 ). 

Soluzione. Si conduca una retta BC nel piano MN, per quésta 
retta e pel punto A s\ faccia passare un piano ( n. 5 ), indi in qufr- 
sto si abbassi sopra BC la perpendicolare AD, e dal punto D si con- 
duca nel piano MN la retta iti* perpendicolare a BC. Finalmente 
si faccia passare un piano per le rette AD, DP,cà in questo piano 
si cali sopra DP la perpendicolare AP , questa sarà perpendicolare 
al piano MN. 

Infatti, si prenda BDzzCD, e si tirino le rette PB, PC, AB, AC. 
Il quadrato di AB è uguale ai quadrati di AD, e. DB, perchè è retto 
l'angolo ADB-, ma per la stessa ragione il quadrato di AD è uguale 
alla somma de quadrati di AP, PD, dunque sarà il quadrato di AB 
uguale alla somma dei tre quadrati di AP. PD, DB, ovvero dc’qua- 
drali di AP, PB, perchè è retto l’angolo PDB. Quindi l’angolo APB 
è retto, e nello stesso modo potendo dimostrarsi che l'angolo APC 
è retto, ne segue che AP è perpendicolare al piano MN ( n.° 1 1 ). 
C D. F. 

rnorosiziONE ix — teorema. 

1 G. Se da un punto A situato fuori di un piano MN si conduca- 
no sopra questo piano la perpendicolare Al’, e differenti oblique 
All, AD, AC, Ali, ccc. 

1 La perpendicolare sarà più corta di ogni obliqua. 

2. " Le oblique equidistanti dalla perpendicolare saranno uguali 
fra loro. 

3. " Di due oblique qualunque quella che più si allontana dalla 
perpendicolare sarà la più lunga ( Fig. 6 ). 

Dim . Infatti, se si conducano le rette PB, PD, PC, VE, ecc. ; e 
si facciano girare gli angoli retti APC, APD, APE, ecc: intorno 
ad AP, tutte le oblique potranno ridursi ad essere situate in un me- 
desimo piano ABIJ-. e per conseguenza il teorema proposto si dimo- 
strerà come nella geometria piana ( n. 75 ). C. D. D. 

PI’.OPOSIZIONE x — teorema 

• 

17. Se da un punto A della retta AD obliqua al piano MN Riab- 
bassi la perpendicolare Al* sopra questo 'piano, e si conduca la 
retta Di-, l'obliqua AD sarà perpendicolare alla retta BC tirata 
perpendicolarmente a DI' nel piano MIN ( lig. 8 ). 
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Dim. Si prenda BD- s CD, e si tirino le rette PB, PC, AB, AC, 
Essendo BDzz CD , le obblique PB, PC saranno uguali perchè 
equidistanti dalla perpendicolare PD. Parimente le oblique AB, AC 
saranno uguali come equidistanti dalla perpendicolare AP, dunque 
rispetto ad AD le rette AB , AC sono due oblique uguali , ed equi- 
distanti. e per conseguenza AD è perpendicolare a ÒC. C. D. D. 

18. Corollario ■ Essendo la retta BC perpendicolare alle due rette 
DP, e DA, sarà perpendicolare al piano APD che passa per le rette 
medesime ( n. 11). 

PROPOSIZONE XI PROBLEMA 

19. Da un punto D situato nel piano MA innalzare una perpen- 
dicolare sopra questo piano ( fig. 9 ). 

Sol, Da un punto A situato fuori del piano MN si abbassi sopra 
questo piano la perpendicolare AP, e si conduca la retta PD-, indi 
si faccia passare per le rette AP, PD un plano, nel quale si tiri la 
retta DE perpendicolare a DP, sarà DE\a perpendicolare richiesta. 
Infatti, se si conduca la retta BC perpendicolarmente a DP nel pia- 
no MN, l'angolo EDB sarà retto; perchè BD è perpendicolare al 
piano APDE ( n. 18 ), e per conseguenza a tutte le rette che sono 
in esser come la DE- Ma per costruzione, è relto l’angolo £DP, dun- 
que la retta ED è perpendicolare alle due rette DP, DB, e però è 
perpendicolare al piano MN. C. D, F, 

PROPOSIZIONE XII — PROBLEMA . 

20. Per un punto 0 di una retta AE condurre un piano perpen- 
dicolare a questa retta ( fig. IO ). 

Sol. Si facciano passare per la retta data due piani qualunque. 
In uno di questi piani si conduca la retta OB perpendicolare ad AE, 
e nell’altro la retta OC anche perpendicolare ad AE. Finalmente 
per le rette OB, OC si faccia passare un piano MN, questo sarà 
perpendicolare alla retta data (n° 12 ); poiché essendo AO perpen- 
dicolare alle due rette OB, OÒ, dev'essere perpendicolare al piano 
determinalo da queste rette. C. D F. 

PROPOSIZIONE XIII. PROBLEMA. 

t ■ 

21 . Per un punto B situato fuori di una retta AE condurre un 
piano peipendùolare a questa retta (lig. 10 ). 

Sol. Pel punto dato B e per la retta AE si conduca un p ano, nel 
quale si abbassi BO perpendicolare sopra A E-, secondo questa ultima 
retta si conduca un altro piano qualunque, ed in essa s’innalzi OC 
perpendicolare ad AE. Finalmente per le rette BO, ed OC si faccia 
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passare un piano; questo sarà il piano richiesto; poiché contiene 
BO, ed OC ambedue perpendicolari ad AE. C. D. F. 

CAPITOLO HI. 

DELLE BETTE PARALLELE FRA LORO , E DELLE RETTE 
PARALLELE AI PIANI. 

22. Nella proposizione X ( lìg. 9 ) si è veduto che le rette BC , 
AP. situate l’una nel piano MN , l'altra nel piano APD, sono per- 
pendicolari ad una medesima retta DP. Or è da osservarsi che 
quantunque queste due perpendicolari non possono incontrarsi, pu- 
re non si dicono parallele : dappoiché si è convenuto di chiamar 
esclusivamente rette parallele quelle eh’ essendo situate in un me- 
desimo piano non s'incontrano mai. Epperò quando si mette per 
ipotesi che due rette date sono parallele, si sottintende implicita- 
mente che sono poste in un medesimo piano. Da ciò ne consegue che 

Due rette parallele determinano la posizione di un piano'. 

23. Una retta si dirà essere parallela ad un piano, allorché pro- 
lungandosi l’una e l’altro non s’incontrano mai. 

PROPOSIZIONE XIV — TEORESI A 

24. Se due rette AP, ED sono parallele , ed una di esse è per- 
pendicolare ad un piano MN, anche l'altra sarà perpendicolare al 
medesimo piano ( fig 9 ). 

Dim. Sia AP perpendicolare al piano MN: si tirino le rette PD, 
AD, e nel piano MN si conduca a DP la perpendicolare BC, que- 
sta sarà pure perpendicolare al piano APD ( n° 18 ), ovvero al pia- 
no Al' DE delle parallele AP* DA’. Quindi sarà retto l'angolo EDB; 
ma in virtù delle medesime parallele è anche retto l’angolo EDP, 
dunque la retta ED è perpendicolare alle due DB. DP, e per con- 
seguenza al piano MN. C. D. D. 

PROPOSIZIONE XV TEOREMA. 

25- Due rette AP, ED perpendicolari ad un medesimo piano MN 
sono parallele fra loro ( fig 9 ). 

Dim. Perocché , se ED non è parallela ad AP, si conducano le 
rette PD, AD , e nel piano APD si tiri pel punto D una retta pa- 
rallela ad AP, la quale sarà perpendicolare al piano MN { n° 24 ). 
Ma per ipotesi anche DE è perpendicolare ad MN ; dunque si po- 
trebbero innalzare dal punto D due perpendicolari ad un medesimo 
piano; il che è assurdo; e però ED è parallela ad AP. C. D. D. 

26. Corollario. Segue da questo teorema che per un punto P pre- 
so fuori di una retta ED non si può condurre a questa retta che 
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una sola parallela VA. Infatti. pel punto /» si faccia passare un pia- 
no MN perpendicolare alla retta DE ( n° 20 ) ; se pc punto V s. 
potesse condurre a DE un’ altra parallela, questa sa rei. I. e perpen- 
dicolare al piano MN, ed allora penino stesso punto si potrebbero 
innalzare due perpendicolari al piano MN , il che non può sussi- 
stere. 

rnorosizioNE xvi — problema. 


27 Per un punto dato condurre una parallela ad una retta data 
(fig- 9). 

Sol. Sia P il punto dato, e DE la retta data ; per questo punto e 
la retta accennata si faccia passare un piano, nel quale si conduca 
PA parallela a DE, è manifesto che VA sarà la parallela richiesta. 
C. D. F. 

PROPOSIZIONE XVII — TEOREMA. 


28. Due rette AB, DI’ parallele ad una terza CE sono parallele 
fra loro ( fig- Il )• 

Dim. Per un punto ^7 della retta CI? si conduca un piano per- 
pendicolare a questa retta ( n° 20 ), le rette AB, DB essendo per ipo- 
tesi parallele a CE, saranno perpendicolari al piano MN ( n 24 ). 
e però saranno parallele fra loro. C. D D. 

29. Scolio, Il teorema analogo ; cioè quando le tre rette sono si- 
tuate in un medesimo piano è stato dimostrato nella geometria pia- 
na ( n° 48 ). 

PROPOSIZIONE XVIII TEOREMA. 

30. Se una retta AB situata fuori di un piano MN è parallela 
ad una retta qualunque CD condotta in questo piano, essa sarà 
parallela al piano medesimo ( fig. 12 ), 

Dirà. Essendo parallele le rette AB, CD, saranno situate in un 
medesimo piano ABCD, per conseguenza se AB prolungata incon- 
trasse il piano MN dovrebbe ancora incontrare la retta CD, con- 
tro la supposizione ; dunque AB è parallela al piano MN. C. D. D. 

CAPITOLO IV. 

DEI PIANI PARALLELI ERA LORO. 

31. Due piani si dicono paralleli, allorché prolungati indefinita- 
mente non possono incontrarsi. 


PROPOSIZIONE XIX — TEOREMA 

32. Due piani MN, PQ perpendicolari ad una medesima retta 
AB sono paralleli fra loro (fig. 13) 
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Dim. Perocché se i due piani non sono paralleli, prolungati suf- 
ficientemente dovranno incontrarsi : sia 0 un punto della loro co- 
mune intersezione, e da questo punto si tirino le rette OA , OB , 
che giaceranno nei piani. Essendo per ipotesi la retta AB perpen- 
dicolare ai due piani, gli angoli OAB , OBA saranno retti (11); 
per conseguenza nel triangolo OAB vi sarebbero due angoli retti ; 
il che è assurdo; dunque i due piani sono paralleli- C. D. D. 

PUÒ POSIZIONE xx — teorema . 

33. Le intersezioni AB. CD di dt/e /nani paralleli MN, PQ con 
un terzo piano ABCD sono parallele fra loro ( fig. 12)- 

Dim. Infatti, se AB potesse incontrare CD^il punto d'incontro 
dovrebbe trovarsi nei due piani MN. PQ-, ma per ipotesi questi due 
piani sono paralleli, e perciò non possbno avere alcun pulito comu- 
ne, dunque anche AB è parallela a CU. C. U. D. 

rnorosizioHE xxi — teorema . 

34. Se due piani MN, PQ sono paralleli, ogni retta AB perpen- 
dicolare all’uno è ancora perpendicolare alt' altro ( fig. 13). 

Dim. Sia AB perpendicolare al piano PQ ; si conduca una retta 
BC comunque nel piano medesimo, indi per le due AB , BC si fac- 
cia passare un piano che tagli il piano MN secondo la retta AD. Es- 
sendo per ipotesi paralleli i due piani MN, PQ, le intersezioni AD, 
BC di questi piani col piano DAB.C saranno parallele (n. 33 ); ma 
AB è perpendicolare a BC , perchè si é supposta perpendicolare al 
piano PQ, dunque AB sarà ancora perpendicolare ad AD; e sicco- 
me per ipotesi BC è una retta qualunque , ne segue che AB è per- 
pendicolare a tutte le rette che passano pel suo piede nel piano MN 
ovvero è perpendicolare a questo piano. C. D. D. 

35 Corollario I. Da questo teorema s’inferisce che per un pun- 
to B situato fuori di un piano MN non si può condurre che un so- 
lo piano parallelo al piano MN. Perocché, se si potessero condurre 
due piani paralleli, essi sarebbero ambidue perpendicolari alla retta 
AB abbassati dal punto B perpendicolarmente sopra il piano MN ; 
ed in tal caso per un punto di una retta si potrebbero innalzare due 
piani perpendicolari alla retta medesima, il che non può sussistere, 
(n. 35). 

36. Corollario II. Due piani paralleli ad un terzo piano sono pa- 
ralleli fra loro: perocché se. s’incontrassero, da un punto della loro 
comune intersezione si potrebbero condurre due piani paralleli ad 
un altro piano; il che è impossibile ( n. 35 ). 

PROPOSI ZlONE XXII — PROBLEMA. ' 

37. Per un punto dato B condurre un piano parallelo ad un pia- 
no MN (fig. 13 ). 
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Sol. Dal punto Bt i abbassi sopra il piano MS la perpendicolare 
BA, indi pel medesimo puntosi conduca un piano PQ perpendicola- 
re alla reità BA ( n. 20 ), è manifesto ehe PQ sarà il piano richie- 
sto (u 32 ) C. D. F. 

rnoposizioNB xxni — teorema . 

38. Le re ite parallele AC , BD comprese fra i piani paralleli 
MN, PQ sono uguali fra loro ( fìg. 12. ) 

Dim. Infatti, essendo AC parallela a BD, esse saranno situate in 
un medesimo piano ABDC. ai cui le intersezioni con i piani MS , 
PQ sono parallele ( n. 33) La figura ABDC è dunque un parallelo- 
grammo; e però si avrà AC — BD. C. D. D. 

39. Corollario. Da questo teorema si deduce che 

Due piani paralleli sono equidistanti fra loro. 

Infatti, se due rette .^<7, BD sono perpendicolari ai piani (fig.12) 
PQ, MS , ciascuna di esse misurerà la più corta distanza di que- 
sti piani , perchè ogni obliqua sarebbe più lunga. 

PROPOSIZIONE XXIV. TEOREMA. 

40. Due rette comprese fra tre piani paralleli sono divise in 
porti proporzionali ( fig. 14.,). 

Dim. Sieno le rette AB. CD comprese fra tre piani paralleli MS, 
PQ. BS, si tiri la retta AD che incontri il piano PQ, nel punto G : 
indi si conducano le rette AC. EG, GF, BD. 

Le intersezioni EG , BD dei piani paralleli PQ , BS col piano 
ABD essendo parallele ( n. 33 ), le rette AB, AD saranno divise in 
parli proporzionali nei punti E, G, e però la ragione di AE ad EB 
sarà uguale a quella di AG a GD Parimente essendo AC parallela 
a GF, sarà la ragione di AG a GD uguale a quella di CF a FD ; 
ma due ragioni uguali ad una terza sono uguali fra loro , dunque, 
AE-. EB :: CF : FD. C. D. D. 

CAPITOLO V. • 

DEGLI ANGOLI CHE LE RETTE FANNO TRA LORO NELLO SPAZIO, 
B DEGLI ANGOLI CHE FOnMANO CON I PIANI,, 

41. Quando due rette si tagliano nello spazio, esse determinano 
un piano; per conseguenza tutto ciò che si è dimostrato nella geo- 
metria piana intorno agli angoli formali da due rette sopra un pia- 
no può applicarsi agli angoli formati da due rette che si tagliano 
nello spazio. Qui dunque esporremo ciò clic riguarda gli angoli che 
non sono situali nello stesso piano, 
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42. Se due angoli non situati nello stesso piano hanno i lati re- 
spettivamente paralleli e rivolti dalla stessa parte, essi saranno ti- 
gnali, ed i loro piani saranno paralleli ( fig. 1 1 ). 

Dim. Sieno CAD, EBF due angoli situati 1' uno nel piano PQ , 
e l'altro nel piano MN\ si faccia AC ss BE , AD =s BF, e si con' 
ducano le rette AB, CE, DF, CD, EF. 

Essendo AC uguale e parallela a BE. la figura ABEC sarà nn pa- 
parallelogrammo ; e però sarà AB uguale e parallela a CE. Pari- 
mente si dimostra che AB è uguale, e parallela a DF, dunque CE è 
uguale e parallela a DF, ( n. 28) , onde si avrà CD ss EF , ed il 
triangolo CADsarh uguale al triangolo EBF, e l’angolo CAD ss EBF. 

In secondo luogo, il piano CAD sarà parallelo al piano EBF- In- 
fatti, se pel punto A si conduca un piano parallelo al piano BEF , 
questi due piani dovranno incontrare le tre rette parallele AB. CE, 
DF in modo che le parli di queste rette comprese fra essi sieno u- 
guali ( n.38); ma AB. CE DF sono uguali fra loro, dunque il pia- 
no parallelo al piano BEF deve confondersi col piano C. D. D 

PROPOSIZIONE XXVI TEOMM*. 

-, •. A | , *» • i: • - i . * • * 

43. Se due rette non sono situate in un medesimo piano, saranno 
sempre situale in due piani paralleli (fig. là). 

Dim Sieno le due rette AB, CD non situate in un medesimo p : a- 
no; si conduca pel punto E la retta EF parallela a CD, e pel pun- 
to Cla retta GH parallela ad AB. il piano determinato dall' incon- 
tro delle rette BE , EF sarò parallelo al piano determinato daile 
rette HC, CD ( n. 42 ); per conseguenza le rette AB , CD saranno 
situate in piani paralleli. C. D. D. 

44. Scolio. Quando due rette non sono situate in nn medesimo 
piano, esse non formano angolo propriamente parlando, noh ostan- 
te volendosi valutare la loro scambievole inclinazione si conduce 
per un punto di una di esse una retta parallela all'altra, e l'angolo 
formato dalle due rette misura l’inclinazione richiesta. Se poi una 
retta incontra un piano senza che sia a questo perpendicolare, essa 
può avvicinarsi più o meno al piano medesimo , ovvero essere più 
o meno inclinata a questo piano. La misura di siffatta inclinazione 
sarà data nel teorema qui appresso. 

^ I 

PROPOSIZIONE XXVII TEORBUJ. 

m , , • . v 

„„•*.» 1 . • c " k 

45. f angolo ADP formalo dalla obliqua AD e dalla retta che 

unisce il piede D della obliqua col piede P della perpendicolare AP 
al piano MN, misura la inclinazione della obliqua col piano mede 
simo ( fig- 1 6 ). . 
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Dòn. Perchè una siffatta misura possa essere legittima , convien 
dimostrare in primo luogo « he l'angolo ADP non varia da qualun* 
que punto della obliqua si abbassi la perpendicolare sul piano, ed in 
secondo luogo che l'angolo medesimo sia il più piccolo di lutti quelli 
che la obliqua accennata può fare con qualsivoglia altra retta DC 
condotta pel punto D nel piano MN. 

1°. Sia EF un'altra perpendicolare abbassata da un punto qua- 
lunque E della obliqua AD sul piano MN. la: due rette AP , EF 
essendo perpendicolari ad un medesimo piano sono parallele fra lo- 
ro , e determinano un piano, in cui si ritrova la retta AD, poiché 
una parte AE di questa retta si contiene nel detto piano; per con- 
sequenza i punti P, F, D devono ancora trovarsi nel piano medesi- 
mo; ma questi stessi punti sono posti nel piano MN , dunque essi 
stanno nella intersezione comune dei due piani; vale a dire sono in 
linea retta. Laonde qualunque siasi la perpendicolare EF abbassala 
da un punto della obliqua AD sul piano MN , il suo piede /'sarà 
sempre situato sopra la retta PD, per cui l’angolo ADP resterà sem- 
pre lo stesso. 

2°. Si farcia DC s=DF, c si conduca la retta ECi i due triangoli 
EDC, EDF hanno due lati respeltivamcnte uguali a due lati , ma 
il terzo lato EC del primo è maggiore del terzo lato EF del secon- 
do, perchè EF è perpendicolare, ed EC è obliqua al piano MN , 
dunque sarà l’angolo EDC maggiore dell’angolo EDF ; e però l’an- 
golo ADP s arà il più piccolo di tutti gli angoli che la obliqua AD 
può formare con qualsivoglia altra retta diversa da DP nel piano 
MN. C. D D. 

CAPITOLO VI. 

DEGLI ANGOLI FORMATI DAI PIANI CHE s’iNCONTIIANO, 

Ovvero degli angoli diedri. 

46 Allorché due piani MD, CN ( fig. 17 ) s incontrano, la quan- 
tità più o meno grande, di cui l'uno si allontana dall'altro, in quanto 
alla loro posizione, dicesi angolo diedro, cioè angolo a due facce. La 
comune intersezione DC chiamasi spigolo , e corrisponde al vertice 
dell’angolo formato da due linee rette in un piano, mentrecbè le 
facce MD , CN corrispondono ai lati di questo medesimo angolo , 
avvertendo nondimeno che lo spigolo, e le facce dell’angolo diedro 
si devono considerare sempre come indefiniti. - 

47. l’er indicare un angolo diedro si adoperano comunemente 
quattro lettere; così volendo indicare l'angolo formato dai piani MD, 
CN si dice: V angolo diedro MCDN, avendo cura di mettere in mez- 
zo le due lettere che servono a dinotare lo spigolo. La ragione di 
ciò è manifesta, dappoiché tre punti bastano a determinare la posi- 
zione di un piano, e quindi prendendo una lettera in ciascuna fac- 
cia, e due nello spigolo si vengono a determinare i piani che for- 
mano l’angolo dicaro. Purluttavolta è d'avvertirsi che può indicarsi 
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un angolo diedro nominando soltanto due lettere prese nello spigo- 
lo ; e perciò in vece di dire : l'angolo diedro MCDN , si dirà sempli- 
cemente: l angolo diedro CD, come alle volte s'indica uu angolo 
piano rettilineo nominando la sola lettera del suo vertice. 

48. Se per un punto qualunque 0 dello spigolo DC si conducano 
due perpendicolari OB, OA allo stesso spigolo, l’una nel piano CN, 
e l’altra nel piano MD, l'angolo AUB saià un angolo piano rettili- 
neo. All’angolo formato in tal guisa si dà il nome di angolo piano 
corrispondente all'angolo diedro MCDN; dappoiché quest’angolo è 
sempre lo stesso in tutti i punti dello spigolo. Infatti supponendo 
che le rette MC, KC sieno perpendicolari allo spigolo CD, l’an- 
golo MCK sarà uguale all’angolo AOB, perchè hanno i lati rcspelli- 
vamente paralleli e rivolti dalla stessa parte ( n° 24 ). 

49. È manifesto che un angolo diedro risulta uguale ad un altro 
angolo diedro, allorché sovrapponendo una faccia del primo ad una 
faccia del secondo, e lo spigolo allo spigolo, la rimanente faccia del 
primo combacia con la rimanente faccia del secondo, precisamente 
come avviene negli angoli piani rettilinei, 

50. Un piano dicesi perpendicolare ad un altro allorché forma con 
questo due angoli diedri adiacenti uguali fra loro. Ciascuno di que- 
sti angoli chiamasi angolo diedro retto. Si comprende che si debba 
intendere per angolo diedro acido, ed ottuso. 

PROPOSIZIONE XXV11I — TEOREMA. 

• 1 . ! ., ' . s .» • • • i. 

, ■ • • , : v 

51 . Se due angoli diedri MCDN, medn sono uguali , gli angoli 
piani corrispondenti, AOB, aob saranno ancora uguali ( fig. 17 ). 

Dim. Si applichi l’angolo diedro meda sull’angolo diedro M CDN 
in modo c he gli spigoli cd , CD coincidano, come pure le facce md, 
MD , e che il punto o cada sul punto 0 . il lato oa raderà sul lato 
OA, perchè sono retti gli angoli doa, DO A. Parimente la faccia cn 
dovrà combaciare colla faccia CN, e però il lato oò raderà sul lato 
OB; dunque il piano aob comliacerà col piano AOB, e 1 angolo aob 
sarà uguale all’angolo AOB. C. D. D. ... 

52. Scolio. La reciproca di questa proposizione è così manifesta 
che non occorre dimostrarla. 

PROPOSIZIONE XXIX — - TEOREMA. 

53. Se un piano BK è perpendicolare ad un altro MN, ogni ret- 
ta AP condotta perpendicolarmente alla intersezione comune BC 
. nel piano BK sarà perpendicolare al piano MN ( fig. 18 ). 

Dim. Nel piano MN si tiri DE perpendicolare a BC. Essendo 
per ipotesi uguali gli angoli diedri clic il piano BK forma col piano 
MN , gli angoli piani corrispondenti ATD, AVE saranno ancora 
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uguali ( n° 51 ). Quindi la retta AP sarà perpendicolare alle due 
rette BC, DE che passano pel suo piede 2* nel piano MN, e però 
sarà perpendicolare a questo medesimo piano. C. D. D. 

PROPOSIZIONE XXX TEOREMA. 

54. Se una reità AP è perpendicolare ad un piano MN, ogni 
piano BK che passa per questa retta sarà perpendicolare al mede- 
simo piano ( fig. 18 ). 

■ * \ - 

Dim. Pel punto P si conduca nel piano MN la retta DE perpen- 
dicolare alla intersezione comune BC dei due piani. Essendo per 
ipotesi AP perpendicolare al piano MN, gli angoli APD , APE si- 
ranno retti, e perciò uguali; ma questi sono gli angoli piani corri- 
spondenti agli angoli diedri adiacenti che il piano 2? Jf forma col pia- 
no MN, dunque il piano BK è perpendicolare al piano MN (n°50). 
C.D.D. • vi.n,i hmnf 

: „ \ ». . * * 

* , 

PKOPOSIZIONE XXXI — TEOREMA. r ; ' 

55. Se due piani BG, DF, che s'intersegano , sono perpendicola- 
ri ad un piano MN, la loro comune intersezione AP sarà perpen- 
dicolare al medesimo piano ( fig. 19 ). 

Dim. Imperocché, se AP non è perpendicolare al piano MN, non 
potrà essere neppure perpendicolare alle due rette BC, DE che pas- 
sano pel suo piede P nel piano MN-, quindi nel piano BG si potreb- 
be condurre dal punto P una perpendicolere a BC. e nel piano DF 
una perpendicolare a DE. Ma ciascuna di queste perpendicolari do- 
vrebb essere perpendicolare al piano MN ( n° 53 ); il che è assurdo 
( n° 14), dunque APè perpendicolare al piano MN. C. D D. 

PROPOSIZIONE XXXII — TEOREM a . 

56 Due angoli diedri qualunque stanno come i loro angoli piani 
corrispondenti ( ùg. 17). 

Dim. Sieno MCDN, mcdn due angoli diedri qualunque, ed AOB 
aob i loro angoli piani corrispondenti. 

Nel piano AOB si descriva col centro in O, e con un raggio ad 
arbitrio l’arco di circolo AB-, lo stesso si faccia nel piano aob , pren- 
dendo per raggio oa = OA. 

Ciò premesso, si supponga in primo luogo che gli archi AB , ab' 
sieno commensurabili, e che la loro comune misura sia contenuta m 
volle nell’arco AB, e n volte nell'arco ab. Si divida l'arco AB in m 
parti uguali portando la comune misura sopra di esso , e 1' arco ab 
in » parti uguali , indi si conginngano i punti di divisione col cen- 
tro O, e col centro o, le rette congiungenti saranno raggi che divi- 
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deranno l'angolo AOB in m parli ugnali, e l’angolo aob in n parti 
uguali. Or se per tutli questi raggi, e per gli spigoli DC, de si fac- 
ciano passare i piani che vengono determinati dall’incontro dei rag- 
gi con gli spigoli medesimi, l’angolo diedro MCDN sarà diviso in 
in angoli diedri uguali, e l’angolo diedro medn in n angoli diedri 
uguali, perchè i loro angoli piani corrispondenti sono uguali fra lo- 
ro. Laonde risulta manifesto che gli angoli diedri proposti stanno 
come i loro angoli piani corrispondenti. 

La stessa proporzione sussiste ancora quando gli archi AB , ab 
non sono commensurabili , e ciò si dimostra applicando a questo 
caso il ragionamento fatto per un caso analogo nella geometria pia- 
na ( n° 205 ); dunque gli angoli diedri stanno come i loro angoli 
piani corrispondenti. C. D. D. 

57. Scolio. Questa proposizione si enuncia ancora dicendo che: 

Un angolo diedro qualunque ha per misura l angolo piano cor- 
rispondente, ovvero t orco di circolo che serve di misura all'ango- 
lo piano medesimo. 

Infatti, se si prenda per unità di misura degli angoli diedri l'an- 
golo diedro retto, da quanto qui sopra si è dimostrato ne consegue 
che un angolo diedro qualunque sla all'angolo diedro retto come 
l’angolo piano corrispondente al primo sta all'angolo piano corri- 
spondente al secondo, cioè all'angolo retto. 

Quindi il rapporto di un angolo diedro qualunque alla sua unità 
, di misura è uguale al rapporto dell angolo piano corrispondente alla 
sua unità ; il che equivale a dire che un angolo diedro qualunque ha 
per misura l'angolo piano corrrispondente. 

PROPOSIZIONE XXXIII — TEORESI J. 

58. Se per un punto B dello spigolo OE di un angolo diedro 
DOEF si conducano le rette BP, BQ respeflivamente perpendico- 
lari alte facce OD, OF, C angolo l’BQ formato da queste perpendi- 
colari sarà tl supplemento dell angolo ABC che misura l angolo 
diedro ( fig. 20 ). 

Dim. La retta BP essendo perpendicolare al piano OD, sarà per- 

K ndicolare alla retta OE, che passa pel suo piede in questo piano. 

irimenle la retta BQ sarà perpendicolare ad OE. Da un’altra par- 
te le rette BA, BC sono ancora perpendicolari ad OE per ipotesi , 
dunque le quattro rette BA, BP, BQ, Z?Csono situate nel piano che 
sarebbe prodotto dal rivolgimento dell'angolo retto EBA intorno al 
lato FB supposto immobile ( n° 13 ); e perciò la somma de’quattro 
angoli, ABC. ABP, PBQ, QBC equivale a quattro angoli retti; ma 
gli angoli ABP, e QBC sono retti, dunque gli altri due presi insie- 
me sono uguali a due retti, e per conseguenza l'angolo PBQ è il 
snpplemento dell’angolo ABC che misura l’angolo diedro proposto. 
C. D D. 
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CAPITOLO VII. 

DEGLI ANGOLI SOLIDI. 

59. Se più piani si tagliano a due a due e si riuniscono tutti in 
un medesimo punto , lo spazio angolare da essi compreso dicesi an- 
golo solido , o angolo poliedro. 

60. Questa definizione è sufficiente a dare una idea chiara del- 
l'angolo solido ; dappoiché l’angolo sia piano, sia solido non può de- 
finirsi, rigorosamente parlando, essendo impossibile definire esatta- 
mente in che consiste la inclinazione di due rette che s' incontrano 
in un medesimo piano senza formare una sola linea , o quella che 
risulta da tre, o piu' rette, le quali sono situate in piani differenti, e 
concorrono in un medesimo punto. Del resto, come già osservammo 
parlando dell’angolo piano, una definizione esatta dell’ angolo so- 
lido non è necessaria : poiché si può conoscere l’ uguaglianza di 
due angoli solidi sovrapponendo l’uno all altro, e ciò basta per fon- 
dare l’esatta teorica di detti angoli. 

61.11 putito d’incontro dei piani che formano l’angolo solido chia- 
masi vertice dell’angolo stesso ; e le intersezioni dei piani medesimi 
si dicono spigoli, o costole dell’angolo solido. 

62. L'angolo solido prende il suo nome particolare dal numero 
dei piani che lo costituiscono: così ( fig 21 ) l'angolo formato in S 
dai tre piani SAB, SAC, SBC si dice angolo solido triedro, o più 
semplicemente angolo triedro, quello formato da quattro piani chia- 
masi angolo solido tetraedro , o angolo tetraedro , ecc. 

63. In qualunque angolo solido si distinguono gli angoli piani 
rettilinei formati dagli spigoli iu ciascuna faccia, come sarebbero 
(fig. 21 ) gli angoli BSA, BSC, ASC, e gli angoli diedri delle fac- 
ce o piani successivi che costituiscono l'angolo solido medesimo. 

64. Per indicare un angolo solido si enuncia la lettera del verti- 
ce ponendo di seguito tutte le altre lettere respetlivamenle situate 
sopra i suoi spigoli: così si dice ( fig. 21 ) l'angolo solido SABC. 
Talvolta si adopera la sola lettera del vertice, dicendosi tangolo 
solido S. 

65. L’angolo solido si dirà convesso quando il piano di ciascuna 
faccia prolungato non taglia l’angolo medesimo, vale a dire quando 
lutti i suoi angoli diedri sono salienti. Tale è l’angolo solido SABC 
( fig. 21 ), in cui niuno spigolo è rientrante. E qui giova osserva- 
re che negli elementi di geometria si considerano i soli angoli soli- 
di convessi. 


PROPOSIZIONE XXXIV — TEOREMA. 

66. In ogni angolo triedro uno qualunque dei suoi Ire angoli 
piani è minore della somma degli altri due ( fig. 21 ). 
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Dim. Sia SABC un angolo triedro, e sia ASB il maggiore dei tre 
angoli piani ASB, ASC, CSB. Nel piano BSA si faccia l’angolo 
ASD uguale all'angolo ASC, indi nei medesimo piano si conduca 
una retta AB che incontri le rette SA, SD. SB ; si prenda SC—SD 
e si tirino le rette AC, JÌC. I triangoli ASD, ASC sono uguali, per- . 
rhè hanno un angiolo uguale compreso fra lati respettivamente ugua- 
li, onde si avrà AD — AC. Or nel triangolo ABC il lato AB è mi- 
nore della somma dei lati AC, CB, dunque togliendo da una parte 
AD, e dall'altra la sua uguale AC, resterà DB minore di BC. Óuin- 
di i due triangoli SBC, SBD avranno il Iato SC — SD, il lato SB 
comune , ed il terzo lato BC del primo maggiore del terzo lato BD 
del secondo, e però sarà 1 angolo BSC maggiore dell’angolo BSD : 
aggiungendo da una parte l’angolo ASD, e dall'altra il suo uguale 
AbC, risulta l'angolo ASB minore della somma degli angoli ASC, 
BSC C. D. D. 

PROPOSIZIONE XXXV — TEOREMA. 

67. In ogni angolo solido la somma dogli angoli piani è minore 
di quattro angoli retti ( lig. 2'2 ). 

Dim. Sia S un angolo solido; si conduca un piano che incontri 
tutti i suoi spigoli ; le iutersc/.ioni di questo piano colle facce dell'an- 
golo solido formeranno il poligono ABCDE. Da un punto 0 preso 
dentro questo poligono si tirino le rette OA, OB, OC, OD, OR. vi 
saranno intorno al punto 0 tanti triangoli quanti sono quelli intorno 
al punto S; per conseguenza la somma di tutti gli angoli dei primi 
triangoli è uguale alla somma di tutti gli angoli dei secondi. Or 
nell’angolo triedro A formato dai tre piani EAB. EAS, BAS. l'an- 
golo piano EAB è minore della somma degli altri due; e similmen- 
te l’angolo piano ABC è minore degli angoli ABS, CBS, e così di 
tutti gli angoli del poligono ABCDE, dunque la somma degli ango- 
li che stanno alle basi dei triangoli aventi il vertice comune Oc mi- 
nore della somma degli angoli alle basi dei triangoli che hanno il 
vertice comune S. Laonde per compensazione la somma degli angoli 
formati intorno al punto 0 dev csscrc maggiore della somma degli, 
angoli fatti intorno al punto S. Ma la prima somma.è uguale a quat- 
tro angoli retti, dunque la seconda è minore di quattro retti. C. D. D. 

PROPOSI ZONE XXXVI — PROBLEMA. 

68. Se pel vertice di un angolo triedro si conducano tre piani 
respettivamente perpendicolari ai suoi spigoli, riformerà un altro 
angolo triedro, in guisa che gli angoli piani del primo saranno i 
supplementi degli angoli diedri del secondo , e reciprocamente 
( f'S 23 ). 

Dim- Sia SABD un angolo triedro: pel punto S si conduca il pia- 
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no asi f»ei pendicolare allo spigolo SD , il piano aSJ perpendicolare 
allo spigolo Sii , ed il piano 6Sd perpendicolare allo spigolo SA. 
Questi tre piani determineranno un secondo angolo triedro Sabd, in 
modo che gli angoli piani A SU , ASI), USD saranno i supplementi 
«lej»li angoli che misurano gli angoli diedri Sd, Si, Sa. 

Infatti, essendo per costruzione lo spigolo 55‘perpendicoiarc al 
piano aSi, sarà pure perpendicolare alle rette Sa, Si che passano 
pel suo piede in questo piano. Parimente lo spigolo SU essendo per- 
pendicolare al piano aSd, sarà ancora perpendicolare alle rètte Sa, 
Sd che passano pel suo piede in questo piano. Quindi la retta Sa è 
perpendicolare a un tempo agli spigoli SI), SU, e perciò al p ano 
ÙSU che contiene questi due spigoli. Nello, stesso modo si dimostre- 
rà che Si è perpendicolare al piano ASD, e che Sd è perpendicolare 
al piano ASU. Dunque gli angoli triedri SAUD, Sabd son tali che 
gli spigoli dell’ uno sono perpendicolari ai piani dell' altro, e vice- 
versa. 

Ciò premesso, da quanto s! è dimostrato ( n° 58 ) si desume che 
l’angolo ASU formato, dalle rette SA, SU rispettivamente perpen- 
dicolari ai piani bSd, aSd è. supplemento dell angolo diedro aSai 
compreso da questi piani; c reciprocamente l’angolo a Sdi formato 
dalle rette Sa, Si rispettivamente perpendicolari ai piani SDU,SAD 
sarà supplemento dell’angolo diedro, ASDB.. Lo stesso dicasi degli 
altri angoli piani, e degli angoli diedri corrispondenti nei due an- 
goli solidi. C. J). D. 

69. Scolla. La proprietà, di cui godono gli angoli triedri SAIÌD, 
Sabd, ha fatto dare ad essi il nome di angoli triedri supplementarj. 

rnorosipioNe xxxvn — teorema. 

70. Se due angoli triedri hanno gli angoli piani respeltivaminte 
uguali, gli angoli diedri formati dai piani di questi angoli saranno 
essi pure uguali ( ftg. 2 i ). 

Dim. Sieno S, s i due angoli triedri ; e si supponga che gli angoli 
piani dinotati dalle stesse lettere sieno respettivameale uguali, cioè 
ASB—asb, ASC =.ascBSC zzine- 

Si prendano negli spigoli a partire dai vertici-S, * le parti uguali 
SA, SU. SC, sa, si, se. e si conducano le. rette AB, UC, AC, ai, 
6c, ac. Per un punto E dello spigolo 55 s’innalzino a questo spigo- 
lo nelle facce ASU, e CSU le perpendicolari EM , EN . l'angolo 
MEN formato ila queste perpendicolari sarà la misura dell angolo 
diedro ASBC ( n° 57 ). Or osservando che l'angolo SUA è acuto 
come angolo alla Jiase del triangolo isoscele ASU. ne consegue che 
la obliqua BA deve incontrare la perpendicolare EM. Parimente la 
obliqua j?Cdeve incontrare la perpendicolare EN. 

Ciò premesso, si ripeta nel triedro « la costruzione precedente 
prendendo sullo spigolo si una parte se — SE, l’angolo mcn sarà la 
misura dell’angolo diedro asic, e sarà uguale aU'àugolo MEN. 
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Infatti, si conducano le rette MN, mn. Dalla ipotesi fatta qui so- 
pra risultano ugnali i triangoli ASB, asb, perciò sar hAB=ab. Pa- 
rimente si dimostra che BC—bc , ed AC=ac\ per conseguenza il 
triangolo ABC sarà uguale al triangolo abc. Da un'altra parte il 
triangolo MBE è uguale al triangolo mbc , poiché il lato BE =be, 
e gli angoli adiacenti a questi lati sono respcltivamente uguali, on- 
de sarà il lato BM -z-bm ed EM —em. Similmente si dimostra che 
BN'—bn , ed EN —en\ e perciò il triangolo MNB è uguale al 
triangolo mnb, perchè l'angolo MBN compreso fra i lati BM, NB è 
uguale all’angolo mòti compreso fra i lati bm, bn in virtù della u- 
guaglianza dei triangoli ABC, abc. Quindi sarà il lato MN = mn , 
ed il triangolo MNE risulterà equilatero al triangolo mtic.c però in- 
fine sarà l’angolo MEN uguale all’angolo men. Dunque gli angoli 
diedri SB, sb sono uguali, e nello stesso modo si potrà dimostrare 
che l’angolo diedro SA =sa, e SC =sc. C. D. D. 

71. Scolio. Nella dimostrazione precedente gli angoli piani dei 
due angoli solidi si sono considerati come similmente disposti , ma 
il teorema avrebbe luogo anche quando gli angoli piani accennati 
fossero disposti in ordine inverso, come negli angoli solidi SABC , 
S'A'B'C, dove si ha l'angolo piano ASC=A'S'C', ASB - A'S'B ', 
e BSC =B'S'C'. Infatti, se sopra gli spigoli si prendano le parti 
uguali SA, SB, SC, SA* SB', SC, indi si faccia S'E'—SE, e si 
ripeta sull'anglo solido S 1 la costruzione fatta nell’angolo solido S. 
si dimostrerà nello stesso modo che l’angolo M'E'N' — MEN. 

PROPOSIZIONE XXXVIII — TEORE1IJ. 

72. Due angoli triedri, composti di angoli piani rispeUivamcrv- 
te uguali e similmente disposti, sono uguali fra loro ( iig. 24 ). 

Din . Negli angoli triedri S. s sia l'angolo ASC =.asc , ASB — 
asb, e BSC—bsc, sarà facile dimostrare che questi due angoli trie- 
dri sono uguali fra loro. Infatti, se l’angolo use si sovrapponga al 
. suo uguale ASC, l’angolo asb dovrà coincidere col suo uguale ASB, 
poiché l’angolo diedro sa è uguale all’angolo diedro SA. Quindi i 
due angoli solidi coincideranno, e perciò saranno uguali fra loro. 
C. D. D. i 

73. Scolio. Quando gli angoli piani di due angoli triedri S S’, 
sono uguali rispettivamente, ma disposti in ordine inversò, non si 
può dimostrare la loro uguaglianza col principio della sovrapposizio- 
ne. Perocché, se si fa coincidere I’ angolo A'S'C' col sno uguaie 
ASC in modo che Io spigolo S'A' cada sopra SA, e S'C' sopra SC, 
lo spigolo SB si tioverà sul davanti del piano comune ASC, men- 
trecbè lo spigolo S'B' sarà situato dietro lo stesso piano; e però i 
due angoli solidi non combacerannu, ina si troveranno situati come 
nella fig. 26. 

Che se poi ( fig. 24 ) per far cadere lo spigolo S’B' davanti il 
piano ASC si sovrapponga lo spigolo S'C allo spigolo SA, e S'A’ a 
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SC, in tal caso neppure può succedere la coincidenza dei due ango- 
li solidi; poiché l’angolo diedro S'C non è uguale all'angolo diedro 

SA, ed oltracciò l'angolo piano OS' li' non e ugnale all’angolo ASB, 

1 due angoli solidi si troveranno in questo secondo caso disposti 

come gli angoli SABC, SAli"C della figura. 

Dunque in ogni caso non si può dimostrare la uguaglianza degli 
angoli triedri S, S 1 colla sovrapposizione, ma Insogna rii avaria dal- 
la uguaglianza dei loro elementi costituenti, non essendovi alcuna ra- 
gione perchè essi debbano differire l’uno dall’ altro. Infatti , sono 
composti degli stessi angoli piani , e degli stessi angoli diedri , e la 
loro differenza consiste in una semplice trasposizione di parti , es- 
sendo gli angoli piani dell’uno disposti in ordine inverso agli angoli 
piani dell'altro. 

Legendre, che fu primo a fare queste importanti osservazioni, ha 
chiamati uguali per simmetria, o più semplicemente simmetrici gli 
angoli triedri, di cui è parola, perchè li considera come costituiti 
rispetto ad un medesimo piano 1 uno da una parte, e l’ altro dalla 
parte opposta, siccome si vede nella tig. 26. 

Da tutto ciò segue che due angoli triedri, ed in generale due an- 
goli solidi, si potranno chiamare simmetrici quando sono composti 
di angoli piani rispettivamente uguali e disposti in ordine inverso. 

Nette figure piane non vi può essere uguaglianza per simmetria, 
poiché si può rovesciare una figura plana , e ptendere indifferente- 
mente il di sopra per il di sotto; il che non può farsi nelle figure so- 
lide. 

FUOPOSlZIONE XXXlX. PRO 11 LE il J. 

7 4 . Costruire un angolo triedro simmetrico ad un angolo triedro 
dato ( ftg. 25 ). 

Sol. Sia SABC l’angolo solido dato. Si prolunghino gli spigoli AS 
BS, CS al di là del vertice S ; l’angolo SA'&C' sarà il simmetrico 
di SABC. Infatti, gli angoli piani dei due triedri sono uguali cia- 
scuno a ciascuno come opposti al vertice, ma sono disposti in ordine 
inverso, cerne è facile dimostrare. Imperciocché, se si applica lo spi- 
golo SA sopra SA, e SO sopra SC, lo spigolo SU' non potrà ca- 
dere sopra lo spigolo SB, perchè rispetto al plano comune ASC, lo 
spigolo SB si troverà davanti questo piano, e lo spigolo SB 1 dietro 
il piano medesimo- Che se si applichi lo spigolo SC 1 sopra SA , e 
SA 1 sopra SC, lo spigolo SB' raderà davanti il piano ASC, ma non 
potrà coincidere collo spigolo SB, poiché l'angolo OSB' non è ugua- 
le all’angolo ASB, ma bensi al suo verticale CSB. Dunque i due 
triedri SABC, SA'B'C' sono simmetrici. C- D. F. 

75. Scolio I. Supponiamo clic per un punto qualunque s si con- 
ducano le rette sa, si, se, respeltivamenle parallele agli spigoli SA, 

SB, SC di un angolo triedro SABC, e secondo la stessa direzione ri- 
spetto ai punti s, S, si formerà un secondo angolo triedro suécugua. 
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le al primo; dappoiché gli angoli piani usò , asc , bsc sono uguali 
respetti vamen te agli angoli piani ASB, ASC, BSC, avendo i lati 
paralleli e rivolti dalla stessa parie ( n u 32 ) , .e di più gli stessi an- 
goli piani sono similmente disposti. Al contrario l’angolo solido sabe 
sarà simmetrico all’angolo solido SA'B'C 1 . Da ciò segue che se per 
un punto qualunque si conducano rette parallele agli spipoli di un 
angolo triedro, tutte rivolte dalla stessa parte degli spigoli dell’an- 
golo triedro, si formerà un secondo angolo triedro uguale al primo; 
ma se poi le rette accennate sono tutte situate in direzione contra- 
ria, allora il secondo sarà simmetrico del primo. 

76 Scolio II. Merita ancora di essere osservato che se un angelo 
triedro sabe situato comunque ( fig. 26 ) si compone di angoli piani 
uguali rispettivamente a quelli dell'angolo triedro SABC , il primo 
' potrà coincidere sia con SABC , sia col suo simmetrico SAB'C. In- 
fatti, se si suppone che gli angoli piani dinotati daU’una c dall'altra 
parte colle stesse lettere siano uguali fra loro, e si ponga lo spigolo sa 
sopra SA, c lo spigolo se sopra SC, ne risulta che* essendo l’angolo 
diedro csab = CSAB — CSAB' , faugolo piano Osa dovrà coincidere 
o coll’angolo piano BSA, o coll’angolo piano B'SA secondo che lo 
spigolo sb raderà davanti al piano ASC, o dietro questo medesimo 
piano. Quindi l'angolo triedro sabe coinciderà sia coll’angolo triedro 
SABC, sia coll'angolo triedro SAB'C. Da ciò si deduce che coi) tre 
angoli piani dati si possono al più formare due augoli triedri, simme- 
trici l’uno dell’altro, o in altri termini che un angolo triedro non 
può avere che un solo simmetrico. 

rnoposizioNE xe — teorem j. 

77. Due angoli triedri che hanno gli angoli die' ri uguali cia- 
scuno a ciascuno sono uguali , o simmetrici ( fig. 24 ). 

Dòn. Negli angoli triedri SABC , sabe sia l’angolo diedro SA— 
sa, SB — sb, SC =: se; e si supponga che si sieno costruiti gli an- 
goli triedri supplementarj (u° 63). Poiché nei due angoli solidi pro- 
posti g^ angoli diedri sono uguali ciascuno a ciascuno, ne segue 
che gli angoli solidi supplementarj avranno gli angoli piani uguali 
ciascuno a ciascuno, e, per conseguenza questi angoli solidi supple- 
mentarj, avranno ancora i loro angoli diedri uguali ciascuno a cia- 
scuno. Ma gli angoli diedri degli angoli solidi supplementarj egua- 
gliano ancora i corrispondenti angoli piani degli angoli solidi propo- 
sti; dunque gli angoli solidi proposti dovranno avere gli angoli piani 
uguali ciascuno a ciascuno, e però saranno o uguali, o simmetri- 
ci. C. D. D. 

MOfOSIZIONE XLI TEOREMA . 

78. Due angoli triedriche hanno un angolo diedro uguale com- 
preso fra due angoli piani uguali ciascuno a ciascuno, sono uguali 
o simmetrici ( lig. .24 ). 
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Dim. Negli angoli triedri 5, s sia l'angolo diedro SB zz sb, e gli 
angoli piani AS B , CSB rispettivamenle ugnali agli angoli piani 
as6. csò , è manifesto che se questi angoli piani sono disposti nello 
stesso ordine , i due angoli solidi possono coincidere. Ma se gli 
angoli p ani sono disposti in ordine inverso, allora l’uno degli angoli 
solidi polrà coincidere col simmetrico dell altro, e perciò saranno 
simmetrici. C. D. D. 

PROPOSIZIONE XLll — TEOREMA . 

79. Due angoli triedri che hanno un angolo piano adiacente a 
due angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno, sono uguali, o simme- 
trici ( iig. 24 ). 

Dim. Negli angoli triedri S, s sia l’angolo piano ASC zi asc, 
l’angolo diedro SAzz sa, e langolo diedro SC — se. D'evidente 
che se gli angoli diedri accennati sono disposti nello stesso ordine, i 
due angoli solidi potranno coincidere, allorché si sovrappongano 
l’uno all’altro. Ma se gli angoli diedri sono disposti in ordine inver- 
so, allora uno degli angoli solidi proposti polrà coincidere col sim- 
metrico dell’altro, e però saranno uguali nel primo taso, e simme- 
trici nel secondo. C. D. D. 

PROPOSIZIONE XLIII — TEOREMA. 

80. Due angoli poliedri sono uguali fra loro allorché sono com- 
posti di un medesimo numero di angoli triedri respetlivamente «- 
guati, e disposti nello stesso ordine ( fig. 27 ). 

Dim. Negli angoli poliedri S, s sia l’angolo triedro SABC ugua- 
le all'angolo triedro sabe, e l’angolo SBCD uguale all’angolo shed, 
sarà facile dimostrare che l'angolo S è uguale all'angolo s. Intatti, 
gii angoli triedri SABC, saie possono coincidere, se si pongano 
convenientemente l’ uno sull’altro. Parimente può coincider^ I an- 
golo triedro S BCD coll'angolo shed, e lo stesso dovrà dirsi di tutti 
gli angoli triedri omologhi, che vi potessero essere; per conseguenza 
i due angoli poliedri proposti coincideranno, ovvero saranno uguali. 
C. D. D. 

PROPOSIZIONE XL1V — TEOREMA. 

n 

81. Due angoli poliedri sono simmetrici fra loro quando sono 
composti di un medesimo numero di angoli triedri simmetrici, e di- 
sposti in ordine inverso. 

Dim. Imperocché, questi angoli poliedri saranno composti di un 
medesimo numero di angoli piani respcttivamente uguali, disposti 
n o. dine inverso, e gli angoli diedri formati dai piani nei quali si 
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si troiano gli angoli uguali, saranno essi pure respettivamente ugua- 
li. perchè risultano dalla somma degli angoli diedri eguali apparte- 
nenti ai triedri parziali. C. D. D. 

CAPITOLO Vili. 

DEI SOLIDI TERMINATI DA SUPERFICIE PIANE. 

82. Per formare un angolo solido vi vogliono almeno Ire piani 
cbe si riuniscano in un solo e medesimo punto; ma per limitare lo 
spazio da per ogni dove vi bisogna un quarto piano che limiti lo spa- 
zio indefinito compreso fra le tre facce dell angolo accennato. Quindi 
la più semplice celle figure solide terminate da piani è il tetraedro 
o sol, do a quattro farce; viene in seguito il pentaedro, o solido a 
cinque facce, 1 esaedro che ne ha sei, \ ottaedro che ne ha otto, il do- 
decaedro, dodici, i icosaedro, venti. In generale si da il nnme à i po- 
liedro ad ogni sol do terminato da facce piane. 

83. Le facce de’poliedri essendo poligoni, le intersezioni di questi 
poligoni si chiamano lati, spigoli, o costole del poliedro. 

8 1 La -diagonale Ai un poliedro è una linea retta che unisce due 
vertici non situati sulla medesima faccia. 

85. Un poliedro si dice convesso quando la sua superficie non 
può essere incontrata da una linea retta in più di due punti. D, que- 
sta sola specie di polielri si parla negli elementi, mettendo da parie 
quelli che hanno gli aigoli solidi rientranti. 

8G. Diresi piramide ( fig. 2'2 ) un solido compreso fra più piani 
triangolari che partono da un medesimo punto S, e terminano ai 
differenti lati di un poligono ABCDE. 

87. La piramide si prò concepire come prodotta dal movimento 
di una linea retta indefinita, fissa in un punto S, ed obbligata a 
percorre! e il perimetro di un poligono qualunque ABCDE. 

88. Il punto S dicesi vertice della piramide, il poligono ABCDE 
ne è la buse, e la perpendicolare abbassata dal vertice sul piano 
della base ne è ['altezza. Finalmente il complesso dei tr angoli ASB, 
BSC, CSD, ecc: lorma la superficie convessa o laterale della pira- 
mide. 

89. La piramide diresi triangolare, quadrangolare, ecc:, secon- 
do! he la base è un triangolo un quadrilatero, ere. 

. '99. Una piramide chiamasi regolare quando la sua base è un po- 
ligono regolare, e In sua altezza cade sul centro della base medesi- 
ma. In questo caso l'altezza prende il nome di asse della piramide, 
e si appella apoterna la perpendicolare abbassata dal vertice della 
piramide sopra un lato della sua base. 

9f Sotto il nome di piramide retta intenderemo qnella. >■ cui 
l’altezza non cade fuori della base. Chiameremo poi pwam-àe sili- 
qua quella, in cui l'altezza cade fuori della base. 

92. Il prisma ( fìg. 2D ) è un solido compreso da più p a* paral- 
lelogrammi terminati da una parte, e dall’altra da duo fo-.ig mi ■- 
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guai! c paralleli, che si chiamano basi del prisma. Il complesso dei 
parallelogrammi accennali forma la superficie convessa o laterale 
del prisma. 

93. Si può concepire il prisma come generalo dal movimento di 
una reità AF che si mantiene parallela a se stessa e di costante lun- 
ghezza, mentre descrive colla sua estremità A il perimetro di un po- 
ligono qualunque ABCDE. Con questo medesimo movimento l’al- 
tra estremità F descrive il perimetro del poligono FGI1IK uguale 
e parallelo al poligono ABCDE. 

94. L'altezza di un prisma è la distanza delle sue due basi, cioè 

la perpendicolare abbassata da ua punto della base superiore sopra 
il piano della base inferiore. * 

95. Il prisma prende il nome di triangolare, quadrangolare, ecc: 
secondocnè le sue basi sono triangoli, quadrilateri, ecc. 

96. Un prisma dicesi retto quando i lati della superficie convessa 
sono perpendicolari alle basi. In questo caso i Isti medesimi sono 
uguali all altezza, ed i parallelogrammi i che formano la superfìcie 
convessa, sono rettangoli. Per lo contrario il prisma è obliquo allor- 
ché i lati sono obliqui alle basi; nel qual caso essi lati sono maggio- 
ri dell'altezza. 

97. Dicesi parallelepipedo il prisma, in cui le basi sono due pa- 
rallelogrammi. Quindi il parallelepipedo è un solido compreso da 
sei facce parallelogrammicbe ( fig. 30]. 

98. Il parallelepipedo essendo un prisma, potrà essere per conse- 
guenza retto o obliquo. Mei parallelepipedo retto quando la base è 
un rettangolo, tutte le facce sono rctlangoliri; e perciò si’chiama 
parallelepipedo rettangolo. Finalmente trai parallelepipedi rettan- 
goli si distingue il cubo, che è un solido c«mpreso da sei quadrati 
uguali. 

99. Nella teorica dei poliedri si distinjnono particolarmente le 
piramidi, ed i prismi, perchè sopra questi solidi tutta quella teorica 
viene appoggiala. 

PROPOSIZIONE XLV — JEOREMJ. 

100. Se una piramide è tagliala da un piano parallelo alla ba- 
se, 1' altezza, ed i lati saranno divisi in parti proporzionali ; e la 
sezione sara un poligono simile alla base ( fig. 28 )■ 

Dim. Sia la piramide SABCD tagliata da un piano abed paral- 
lelo alla base; sia Nell'altezza della piramide, e si conducano le ret- 
te ao, AO. 

1°. Le intersezioni ab, AB dei piani abed , ABCD col piano SAB 
esendo parallele ( n° 33 ), sarà il triangolo Sab simile al triangolo 
SAB. Nello stesso modo si dimostra che il triangolo Sbc è simile al 
triangolo SBC, il triangolo Sci al triangolo SCD, ecc.; per conse- 
guenza la ragione di Sa: SA sarà uguale a quella di Sb: SB, di 
Se: òC, ecc. Ala da un'altra parte la ragione ai Sa: SA è uguale a 
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quella dell’altezza, So all'altezza SO, poiché ao è parallela ad AO, 
dunque i lati SA, SB, SC, ecc., e l’altezza SO della piramide sono 
divisi in parti proporzionali. 

. 2.° Per la simiglianza degli stessi triangoli si ha ab : AB : : Sb : 
SB : : 6c : BC , dunque ab : AB : : be s BC, e cosi pure si d imo- 
stra che bc : BC : : cd : CD, ecc. Quindi i poligoni abcd, ABCD 
hanno i lati proporzionali ; hanno di più gli angoli respettivamente 
uguali a —A. b =B, e. perchè sono compresi fra lati paralleli e 
rivolti nella stessa direzione, dunque il poligono abcd è simile al po- 
ligono ABCD. C. D. D. 

PHOPOSIZTONE XLVI. — TEOREMA. 

101 . Le basi di due piramidi , che hanno la medesima altezza , 
stanno fi aloro come le sezioni falle da piani condotti nelle due pi- 
ramidi parallelamente ad esse basi, ed ad uguale distanza dai ver- 
tici ( fig. 28 ), 

/7/m.Sieno due piramidi S, e T, che abbiano le altezze uguali SO, 
TQ. Si faccia Tq~So, e pel punto q si conduca un piano paralle- 
lo alla baseMNP, la sezione mnp sarà similea questa base (n°IOO). 
Parimente se pel punto o si conduca un piano parallelo alla base 
ABCD, la sezione abcd sarà simile a questa base. Or essendo simi- 
li i poligoni ABCD, abcd, |e loro aje staranno come i quadrati dei 
lati omologhi AB, ab, ovvero come i quadrati delle altezze SO, so 
( n° 100 ). Nello stesso modo si dimostra che i poligoni MNP, niup 
stanno come i quadrati delle altezze TQ, Tq, ovvero come j qua- 
drati di SO, so. dunque in fine si avrà 

ABCD : MNP ; ; abcd-. mnp. C. D. D. 

102. Corollario. Da ciò segue che se le basi ABCD, MNP delle 
due piramidi sono equiyalenti, le sezioni abcd, mnp fatte ad uguale 
altezza nelle stesse piramidi saranno equivalenti, e reciprocamente. 

PROPOSIZIONE XLVII — TEOREMA. 

103. Una piramide qualunque si può decomporre in piramidi 
, triangolari ( fig. 26 ). 

Dim. Sia, per esempio, la piramide quadrangolare SABCBf. Si 
tiri la diagonale AC nella base della piramide , indi pel vertice S e 

t ier la diagonale medesima si faccià passare il piano ASC , è mani- 
esto che questo piano dividerà la piramide proposta in due piramidi 
triangolari. Nello stesso modo, cioè tirando due diagonaiinella base 
di una piramide pentagonale, si potrà divider questa in tre piramidi 
triangolari, e cosi in progresso. C. D. D. 

PROPOSIZIONE XLVIII — TEOREMA. 

I0Ì. Qualunque sezione falla in un prisma da un piano paral- 
lelo alla base è uguale a questa base. ( fig. 29 ). 

4 - 
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Dia*. Si tagli il prisma abck con un piano parallelo alla hase, il 
poligono Imnpq òhe ne risulta sarà uguale al poligono abcde. Infat- 
ti, le rette Im, ab sono uguali come parallele comprese fra paralle- 
le, e cosi pure si dimostra che mn è uguale e parallela a bc. np a 
ed. ec. Quindi i due poligoni avranno i lati uguali rispettivamen- 
te, ed anche gli angoli eguali, perchè compresi fra lati paralleli , e 
rivolti dalla stessa parte; e perciò sarà il poligono Imnpq uguale al 
poligono abcde. C. D. D. 

105. Corollario. In qualunque prisma le sezioni fatte da piani 
paralleli fra loro sono uguaii;dappoichè una di queslesezioni si può 
considerare come base di uu prisma cui è parallela l’altra sezione. 

106. Scolio. Ogni prisma poligono si può sempre decomporre in 
prismi triangolari, i quali hanno la medesima altezza del prisma, e 
le basi sono i differenti triangoli ABC , ACD, ADE, ecc., nè quali 
si può decomporre la base ABCDE per mezzo delle diagonali AG, 
AD. 

lT.OrOSIZIO.NE XLlX — TEOREA tA. 

107. In ogni parallelepipedo le facce opposte sono uguali e pa- 
rallele , e gli angoli triedri opposti sono simmetrici ( fig. 30 ). 

Dim. Sieno ABCD, EGFH le basi del parallelepipedo proposto, 
le quali ( n° 97 ) sono parallelogrammi situati in piani paralleli. Or 
dico che due facce opposte qualunque AE, DG sono pure uguali e 
parallele. Perocché, essendo ABCD un parallelogrammo, la retta 
AB è ugnale e parallela a CD parimente essendo EBCG un pa- 
rallelogrammo , la retta BE è uguale e parallela a CG.. Quindi gli 
angoli ABE , DCG hanno i lati paralleli e rivolti dalla stessa par- 
te ; perciò sono uguali , ed i loro piani soiio paralleli ( n° 42 ). Ma 
un parallelogrammo è determinato quando si conoscono due lati a- 
diacenti e f angolo da essi compreso , dunque il parallelogrammo 
AE è uguale a DG. 

In sécondo luogo, gli angoli triedri opposti, come A , e G, hanno 
gli spigoli paralleli ciascuno a ciascuno, ma non hanno la slessa di- 
rezione ( n° 75 ). dunque sono simmetrici. C. D. D. 

108. Scolio. Un prisma è determinato quando si conoscela base, 
e la retta generatrice; dunque un parallelepipedo sarà determinato 
allorché si conoscerà uno dei suoi angoli triedri B , e le lunghezze 
de' Iati AB. BE , BC. 

rnorosiziONE l — teorema* 

109. In ogni parallelepipedo le quattro diagonali si tagliano 
scambievolmente in due parli uguali nel medesimo punto ( fig. 31). 

Dim. Per i due lati opposti BF, DII si facc ia passare un piano ; 
la sezione sarà il parallelogrammo BFD/I-. per conseguenza le dia- 
gonali BE, FD si taglieranno scambievolmente in due parti uguali 
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nel punto 0. Or se per i iati opposti AD, FG si conduca un altro 
piano,, la sezione ADFG sarà pure un parallelogrammo, e la dia- 
gonale AG dividerà in due parli uguali la diagonale FD, e però la 
diagonale AG dovrà passare pel punto 0. Si dimostrerà lo stesso , 
per la diagonale EC ; dunque le quattro diagonali del parallelepi- 
pedo si tagliano scambievolmente in due parti uguali nel medesimo 
punto 0. C. D. D. 

I IO. Scolio. Il punto Osi chiama centro del parallelepipedo. 

È manifesto che le rette tirate dal punto O a tutti i vertici del 
parallelepipedo , lo dividono in piramidi che hanno per vertice co- 
mune il punto 0, e per basi le facce del parallelepipedo medesimo. 

E siccome ogni piramide si può decomporre in piramidi triangola- 
ri ( n° 103 ), così ogni parallelepipedo si potrà decomporre in pi- 
ramidi triangolari. Parimente prendendo un punto nell' interno di 
un poliedro , si potrebbe decomporlo in piramidi triangolari ; ma 
essendo siffatta scomposizione molto importante , ne indicheremo 
un' altra nel teorema qui appresso. 

PHOPOSIZIOUE LI — TEOREMA. 

111. Un poliedro convesso può sempre detomporsi in piramidi 
triangolari ( fig. 32 ). 

Dim. Sieno SAB, ABCD , CDE tre facce consecutive di un polie- 
dro. Se per uno dei vertici S si conducano delle linee rette a tutti 
gli altri, si determinerà una serie di piramidi SABCD,SDCE,e cc., 
che avranno per vertice comune il punto S , e per basile differen- 
ti facce del poliedro, eccetto quelle che vanno a terminare al pun- 
to 5. 11 complesso di tutte queste piramidi formerà il poliedro me- 
desimo : ma ogni piramide si può decomporre in piramidi triango- 
lari , dunque ogni poliedro convesso può decomporsi in piramidi 
triangolari. C. D. D. 

1 ri. Scolio. Apparisce da questo teorema che siccome la teorica 
delle figure piane rettilinee si riduce a quella dei triangoli , cosi la 
teorica dei poliedri dovrà ridursi a quella delle piramidi triangolari. 
Nondimeno quest’ ultima non potrebbe farsi rigorosamente , senza 
ricorrere ad alcune proprietà dei prismi, ed ecco perché nella geo- 
metria solida si parla in modo speciale delle piramidi, e dei prismi, 
ed in un modo generale degli altri poliedri. 

CAPITOLO IX. 

DEI POLIEDRI UGUALI. 


e 

Dim. Sieno le due piramidi SABC , tabe , che abbiano le facce 


1 1 3 Due piramidi Ir lai 
te respettivamenle uguali, 


olari sono uguali quando hanno tre fat- 
similmente dispositi ( fig. 24 ). 
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SBA. SBC, SCA respettivamenle uguali alle facce, sia, sic,, sca, e 
similmente disposte. Gli angoli tiedri S, e s saranno uguali, perchè 
sono composti di angoli piani uguali ciascuno a ciascuno e. disposti 
nello stesso ordine ( n° 72 ), per conseguenza gli angoli diedri SA, 
SB , SC saranno rispettivamente uguali agli angoli diedri sa, si se. 
Quindi se si. fanno coincidere gli angoli triedri accennati , risulte* 
rà manifesta la coincidenza delle due piramidi, che perciò saranno 
uguali. C. D. D. 

1 1 4. Corollario. Da questo teorema si deduce evidentemente che 
due piramidi triangolari sono uguali allorché hanno tutti i lati ri- 
spettivamente uguali e similmente disposti 

ppoposizronk I.lll — TEOREMA . 

1 15. Due piramidi triangolari sono uguali quando hanno un an- 
golo diedro uguale, compreso fra due facce rispettivamente uguali 
e similmente disposte ( ng. 24 ). 

Dim. Sieno SABC, saie due piramidi triangolari, nelle quali, sia 
l’angolo diedro SB uguale all’angolo diedro si, e le facce SBA , 
SBC rispettivamente uguali alle facce sia, sic. e similmente dispo- 
ste. L chiaro che se si ponga la faccia sia sopra la sua uguale SBA, 
e l’angolo diedro si sopra SB, la faccia sic combacerà con la faccia 
SBC, e però risulta manifesta la uguaglianza delle due piramidi. 
C D. tì. , 

PROPOSIZIONE LI V — TEOREMA . , 

1IG. Due piramidi triangolari sono uguali, quando hanno una 
faccia uguale adiacente a tre angoli diedri uguali ciascuno a cio- 
scuno, e similmente disposti ( fìg. 24 ). 

Dim. Sieno SABC, saie due piramidi triangolari, che abbiano le 
facce ABC, aie uguali fra loro, come pure gli angoli diedri adiacenti 
a queste facce. Se si fanno combaciare le facce ABC, aie, la faccia 
usi si troverà nel piano della faccia ASB,e d il punto s caderà in un 
punto di questo piano. Parimente, la faccia asc si, troverà nel piano 
della faccia ASC, ed il punto® caderà in un pùnto di questo piano. 
Nello stesso modo ancora si dimqstrerà che la faccia òse sarà situata 
nel piano della faccia BSC, e che il punto s caderà in un punto d> 
questo piano; per conseguenza il punto® dovendosi trovare a un 
tempo nei tre piani ASB, ASC, BSC, si troverà nel punto ® del lo- 
ro incontro.. Quindi le due piramidi triangolari coincideranno , e 
perciò saranno uguali. C. D. D. 

PROPOSIZIONE LV — TEOREMA. , 

H 7 . Due piramidi triangolari sono uguali quando hanno ima co-, 
stola uguale, e lutti t loro angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno, 
e similmente disposti ( fig. 24 ). 
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Dim. Sieno SABC. sabc due piramidi triangolari, nelle ouali sie- 
no uguali gli spigoli SA, sa, come pure tutti gli angoli diedri simil- 
mente situati. Gli angoli triedri S, s sono uguali, poiché hanno i lo- 
ro angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno e similmente disposti 
( n* 77 ) ,- per conseguenza i loro angoli piani ASB. asb sono egua- 
li, come pure gli angoli ASC, ase. Per la stessa ragione sono uguali 
gli angoli triedri A, a, ed in conseguenza gli angoli SAB, sab , e gli 
angoli SAC, sae. Quindi i triangoli ASB, asb sono uguali, perchè 
hanno il lato SA uguale al lato sa, e sodo uguali gli angoli adiacenti 
a questi lati ciascuno a ciascuno: lo stesso si verifica per i due trian- 
goli ASC, asc. Dunque le due piramidi proposte hanno un angolo 
diedro uguale BASC =basc compreso fra due facce uguali ciascuna 
a ciascuna e similmente disposte ; perciò queste due piramidi sono 
uguali (n° 115) C. D. D. 

PROPOSIZIONE LVI — TEOREMA. 

118. Due piramidi sono uguali quando hanno basi uguali, e due 
facce contigue alla prima di queste basi uguali rispettivamente a 
due facce contigue alla seconda, e similmente disposte ( lig. 27 ). 

Dim. Sieno SABDC, sabed due piramidi, che abbiano le basi u- 
guali ABCD, abed e le facce contigue ASB , BSD rispettivamente 
uguali alle facce contigue asb, bsd, e similmente disposte. Si tirino 
le diagonali AD, ad, le due piramidi saranno decomposte in pirami- 
di triangolari dai piani SAD, a ad. Or in virtù della uguaglianza dei 
poligoni ABCD, abed, saranno uguali i triangoli ABD , abd ; per 
conseguenza le piramidi triangolari SABD, sabd avranno tre facce 
uguali ciascuna a ciascuna e similmente situate, onde saranno uguali 
fra loro ( n“ 1 13 ). Quindi se si fanno coincidere i poligoni ABCD, 
abed, i triangoli ABD, abd coincideranno , come pure le piramidi 
triangolari uguali SABD, sabd-, e però le due piramidi avranno tutti 
i loro vertici comuni, e coincideranno in tutta la loro estensione. 
Dunque queste piramidi sono uguali. C. D. D. 

PROPOSIZIONE LVII TEOREMA. 

! a 

1 19. Due prismi sono uguali, quando hanno una base e due fac- 
ce contiene uquali ciascuna a ciascuna e similmente disposte 
(lig. 29). 

Dim. Nei prismi AK, ah sia la base ABCDE ugnale alla base 
abede, la faccia ABGF uguale alla faccia abgf , e la faccia BCtìG 
uguale alla faccia àchg. Gli angoli triedri B,cb sono uguali, poiché 
hanno gli angoli piani rispettivamente uguali, e similtnehte disposti; 
perciò posta la base abede sopra la base ABCDE, lo spigolo b'g coin- 
ciderà collo spigolo BG, la faccia behg colla faccia BCtìG, e la fac- 
cia abgf colla faccia ABGF. Quindi i punti /, g, h cederanno rispel- 
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tivamente su i punti- .F, G, II ; ma per Ire punti non in linea retta 
può passare un solo piano; dunque il poligono fghik combacerà col 
suo uguale FGHIK, e gli spigoli irf. ke coincideranno essi pure co- 
gli spigoli ID, KE. Laonde i due prismi sono uguali. C. D. D. 

120. Corollario. Due-prismi retti sorto uguali quando hanno ba- 
li uguali, ed uguali altezze; dappoiché in tal caso le toro facce ret- 
tangolari sono uguali a due a due, avendo uguali basi, ed uguali 
altezze. 

rnorosizioHB lviij — teorema. 

121 . Il piano che passa per le diagonali corrispondenti delle dui 
basi di un parallelepipedo retto, lo divide in due prismi triangola- 
ri uguali fra loro ( ug. 30 ). 

Dim. Sia il parallepipedo retto AG , e sieno ABCD, EGFH le 
sue basi. Essendo lo spigolo EB uguale e parallelo allo spigolo FD 
In 0 97 ), se si conducano le diagonali BD, EF delle due basi, la 
figura EBDF sarà un reltangolo; poiché per ipotesi il parallele- 
pipedo AG è retto, e per conseguenza gli spigoli EB, FD sono per- 
pendicolari alle basi. Quindi i due solidi ABDEFII , e BCDEGF 
sono prismi triangolari retti che hanno uguali basi, ed uguali altez- 
ze, e perciò sono uguali fra loro (n° 120 ). E. D. D. 

troposizione lix — teorema. 

122. Due poliedri S, s sono uguali, allorché possono decomporsi 
in un medesimo numero di piramidi uguali ciascuna a ciascuna e 
similmente disposte \ lig. 3'2 ). 

Dim. Infatti, se si fanno coincidere due di queste piramidi SABC , 
tabe , supposte uguali, le piramidi vicine coincideranno con una fac- 
cia ; e siccome esse sono uguali per ipotesi,- e similmente disposte, 
cosi, coincideranno in tutta la loro estensione. Lo stesso avrà luogo 
progressivamente per tutte le piramidi prese a due a due, e però i 
poliedri medesimi coincideranno. C. D D. 

1 23. Scolio. La reciproca di questa proposizione è evidente, cioè 
che due poliedri uguali possono decomporsi in un medesimo nume- 
ro di piramidi uguali ciàscuna a ciascuna e similmente disposte. C. 
D. D, . 

Pr.OFOSIZONE LX' — TEOREMA. 

124. Due poliedri sono uguali quando hanno le facce rispettiva- 
mente uguali e similmente disposte , e ciascun angolo diedro di 
due facce contigue in uno di essi uguale all'angolo diedro delle fac- 
ce omologhe nell'altro ( hg. 32 ). 

Dim. Imperocché , sé nei due poliedri si considerano due pira- 
midi triangolari omologhe esterne SABC, sabe, si vedrà che essa 
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sono uguali, poiché hanno un angolo diedro uguale compreso fra 
facce respettivamente uguali , e similmente situate. Quindi se dai 
due poliedri si tolgano queste piramidi , si avranno altri due polie- 
dri, nei quali le nuove iacee saranno rispettivamente uguali , e sa- 
ranno pure rispettivamente uguali i nuovi angoli diedri. Dunque 
si potrà operare sopra questi nuovi poliedri come sopra i precedenti, 
e cosi progredendo si potranno decomporre i due poliedri in un 
medesimo numero di piramidi triangolari uguali é similmente di- 
sposte; e però questi poliedri saranno uguali. C. D. D. 

1 2à. Scolio. La reciproca della proposizione precedente è ma- 
nifesta , cioè che due poliedri uguali hanno le facce omologhe ri- 
spettivamente uguali e similmente disposte, e ciascun angolo diedro 
di due facce contigue in uno di questi poliedri uguale all' angolo die- 
dro delle facce omologhe nell’altro (*}. 

CAPITOLO X. 

BEI FOLIEDIII EQUIVALENTI. 

126. Lo spazio compreso dalla superfìcie di un solido dicesi 
solidità. o Volume. 

127. Due solidi si chiamano equivalenti quandò hanno il mede- 
simo volume , ma non possono coincidere. 

1 28: Misurare il volume di un solido significa determinare il suo 
rapporto col volume di un altro solido di nota grandezza che si 
prende per unita di volume- 

129. Per Unità di volume si è prescelto quello di un cubo , cqi 
si dà per spigolo l’unità di lunghezza. Così se 1 unità di lunghezza 
è il palmo , l'unità di volume sarà un cubo, il cui spigolo è un pal- 
mo , e che perciò si chiama palmo cubico ■ Se l'unità di lunghezza è 
la canna , l'unità disvolutile sarà Un cubo, il cui spigolo è una can- 
na, e si chiama canna cubica , c così in progresso. 

230. Sotto il nome di dimensioni di un parallelepipedo rettango- 
lo s’intendono le tre rette che rappresentano la sua altezza , e le 
due dimensioni della sua base , cioè la lunghezza , e la larghezza. 

131. Alle denominazioni larghezza , ed altezza si' sostituiscono 
talvolta quelle di grossezza , e di profondità. Così si dice, per 
esempio , la lunghezza e l’altezza di un edifizio ; la lunghezza , 1 al- 
tezza .eia grossezza di un muro ; la lunghezza , la larghezza , e 
la grossezza di una tavola; la lunghézza, la larghezza, e la profon- 
dità di un fosso, ecc. 


(*) Euclide ha messo come definizione che due poliedri sono ugnali , 
«filanda sono compresi da un me<l> siino numero di piani uguali ciascuno a 
ciascuno. Lungi duU’cssi re uh i delinizione è questo un teorema difficilissimo 
a dimostrarsi, e fortunatamente non é necessario negli elementi. La d imo- 
strazi on e fattane dal celebre geometra Caucby potrà leggersi nelle noto al- 
la geometriu di Legendre. 
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132 . Si è dato il nome di dimensioni alla lunghezza, larghezza, 
ed altezza di un parallelepipedo rettangolo , perchè esse misurano 
l’estensione di questo solido nelle sue tre direzioni principali. Infat- 
ti, l’estensione di un parallelepipedo rettangolo è uniforme nella di- 
rezione di ciascuna delle sue tre dimensioni ; dappoiché essa è li- 
mitata da duepiani paralleli , ambiduc perpendicolari allo spigolo 
che misura questa dimensione. Siffatta disposizione particolare 
al parallelepipedo rettangolo non e-iste più negli altri solidi ; non 
pertanto si adopera ancora la parola dimensione per indicare le tre 
direzioni principali della loro estensione, abbenchè la maggior parte 
di questi solidi non abbia, propriamente parlando, nè lunghezza, 
nè larghezza, nè altezza assegnabili effettivamente. Si pnò ora com- 
prendere perchè siasi prescelto il cubo per unità di volume dei so- 

rnoposizioNE ixi — teorema . 

133. Il parallelepipedo rettangolo ha per misura il prodotto del- 
le sue tre dimensioni ( fig. 33 ). 

Dim. Sia MB il parallelepipedo rettangolo proposto. Supponiamo 
per fissare le idee , che lo spigolo AB contenga 6 volte l’unità di 
lunghezza ab , e che gli spigoli AD , ed AC la contengano rispet- 
tivamente 4 volte, e 7 volte. 

Si divida AB in 6 parti uguali , e per tutti i punti di divisione si 
conducano altrettanti piani perpendicolari ad AB: parimente si di- 
vida AD in 4 parti uguali , e per tutti i punti di divisione si con- 
ducano i piani perpendicolari ad AD: finalmente si divide AC in 
7 parti uguali , e per tutti i punti di divisione si conducano i 
piani perpendicolari ad AC. 

È manifesto che con questa costruzione il parallelepipedo BM si 
troverà decomposto in piccoli parallelepipedi rettangoli , che avran- 
no tutti le loro tre dimensioni uguali alia unità di lunghezza ab, 
perchè due piani perpendicolari ad una medesima retta sono paral- 
leli fra loro ( n° 25 )■ Dunque questi piccoli parallelepipedi sono 
cubi, dei q^iali ciascuno ha per spigolò {'unità di lunghezza, e per- 
ciò è una unità di volume. Or è evidente che il numero di tutti 
questi cubi corrisponde al prodotti» dei numeri 4, 6, e 7, cioè 168; 
dunque se gli spigoli AB, AD, AC sono commensurabili coll’unità 
di lunghezza ab , il parallelepipedo rettangolo BM avrà per misura 
il prodotto delle sue tre dimensioni. 

Su ppongasi in secondo luogo che due spigoli soltanto AB, ed AD, 
sieno commensurabili colfuniià di lunghezza ab, dico che anche in 

Q uesto caso il volume del parallelepipedo BM sarà espresso dal pro- 
ibito dei tre spigoli AB, AD, AC. Infatti, si supponga, se è possibile, 
che il volume accennato sia espresso dal prodo!to^/?XAfDperun terzo 
spigolo y/O minore di AC. Si prenda una parte aliquota, di ab che sia 
minore di OC, e si tolga dallo spigolo AC tante volte quante si può, 
si arrà un residuo C£ minore di OC, pel punto L sì conduca un piano 
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parallelo alla base ABD del parallelepipedo proposto. Il parallelepi- 
pedo BN che ne risulta avrà per misura il prodotto dei tre spigoli 
AB, AD, AL, poiché questi spigoli sono commensurabili coll unilà 
di lunghezza. Ma per ipotesi il prodotto degli spigoli AB, AD, AO 
è la misura del parallelepipedo BM , dunque il parallelepipedo BN 
dovrebbe essere maggiore del parallelepipedo BÀI; il che è assurdo. 
Nello stesso modo si dimostrerebbe che il volume del parallelepipe- 
do BM non può essere espresso dal prodotto ABxAD per un terzo 
spigolo maggiore di AC. 

In terzo luogo sia il solo spigolo AD commensurabile con ab, e 
si supponga che il volume del parallelepipedo BM sia espresso da 
AB><AD per un terzo spigolo minore di AC. Si faccia la costruzio- 
ne sopraccennata, e sarà il parallelepipedo BN espresso dal prodotto 
dei tre spigoli AB, AD, AL, poiché AD, ed AL sono commensura- 
bili coll'unità di lunghezza. Laonde il parallelepipedo 2W sarebbe 
maggiore del parallelepipedo BM\ il che non può sussistere. 

Finalmente se tutti e tre gli spigoli sono incommensurabili col- 
l’unità di lunghezza, si farà la stessa costruzione adoperata nei due 
casi precedenti, e si dimostrerà nello stesso modo che il parallelepi- 
pedo BN, che in questo caso avrebbe un solo spigolo commensura- 
bile AL, sarebbe maggiore di BM. Dunque in ogni caso il paralle- 
lepipedo rettangolo ha per misura il prodotto delle sue tre dimen- 
sioni. C. D. D. 

134. Scolio. Quando si dice che il parallelepipedo rettangolo 2b!f 
ha per misura il prodotto delle sue tre dimensioni, si fa uso di una 
espressione abbreviata, colla quale si vuole intendere che il paralle- 
lepipedo proposto BM sta al cubo bm, che è l’unità di volume, come 
il numero astratto risultante dal prodotto delle tre linee AB, AD, 
AC all unilà di lunghezza ab. Or siccome il prodotto di ^^molti- 
plicata per AD rappresenta l’aja del rettangolo ABD, così se si pren- 
da questo rettangolo per base del parallelepipedo, lo spigolo AC no. 
sarà 1’ altezza; e però si può dire che; il parallelepipedo rettango- 
lo ha per misura il prodotto della sua base per la sua altezza. 

Parlando a rigore, è impossibile moltiplicare una superfìcie per 
una linea, ma questo modo di dire é una espressione abbreviata, 
colla quale si dee intendere che il numero astratto delle unità qua- 
drale della base del parallelepipedo moltiplicato pel numero astrat- 
to delle unilà lineare dell' altezza dà per prodotto un altro numero 
pure astratto , il quale esprime il rapporto del parallelepipedo pro- 
posto al cubo . eh' è F unità di volume. 

135. Corollario I. Se il parallelepipedo rettangolo è un cubo, se 
ne avra la misura prendendo il numero delle unità di lunghezza 
contenute in uno dei suoi spigoli , e formando un prodotto in cui 
questo numero entri tre volte come fattore. Cosi , se lo spigolo del 
cubo proposto contiene 2 unità di lunghezza, questo cubo conterrà 
8 unità di volume. Ed ecco perché in aritmetica si è dato il nome 
di cubo al prodotto di tre fattori uguali. 

|30. Corollario II. Due parallelepipedi rettangoli che hanno ba- 
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si equivalenti, 'éd altezze uguali, sono equivalenti, dappoiché hanno 
la stessa misura. 

137. Corollario III. Due parallelepipedi rettangoli che hanno le 
basi in ragion reciproca delle altezze, sono equivalenti. 

138. Corollario IV. Due paralleledipedi rettangoli che hanno la 
stessa altézza, stanno fra loro come le nasi. Viceversa, se hanno u- 
guali hasi, o basi equivalenti, stanno fra loro come le altezze. 

1 39. Corollario^. Due parallelepipedi rettangoli qualunque stan- 
no fra loro come i prodotti delle loro tre dimensioni, ovvero come 
ì prodotti delle basi moltiplicate per lealtezze.ofinalmentein ragio- 
ne composta dalla ragione delle basi, e dalla ragione delle altezze. 

PROPOSIZIONE LXII — TEOREM J. 

140. Ogni parallelepipedo retto e equivalente ad un parallelepi- 
pedo rettangolo che ha la stessa altezza , ed una base equivalente. 

{ fig- 34 ). 

Dim. Sia AL un parallelepipedo-retto, di cui la base è il paralle- 
logrammo ABCD. Dai puliti A, e il si abbassino sopra DC le per- 
pendicolari AO, BN , indi dai punti 0,e C s’innalzino sopra DCnel 
piano MDCL le perpendicolari OQ , NP, e finalmente si tirino le 
rette IQ, KP. Con questa costruzione si avrà il solido AP.che sarà 
un parallelepipedo rettangolo equivalente al parallelepipedo propo- 
sto. Infatti, la base ABNOè un rettangolo equivalente al parallelo- 
grammo ABCD ; parimente la base superiore 1KPQ è un rettango- 
lo equivalente al parallelogrammo IKLM. Di più, le facce laterali 
del solido AP sono pure rettangolari; dappoiché essen do MD perpen- 
dicolare al piano della base ABCD del parallelepipedo retto , le li- 
nee QO, NP parallele a MD saranno pure perpendicolari al piano 
medesimo ( n° 24 ) ; ma gli spigoli IA, KB sono essi ancora perpen- 
dicolari al piano accennato, dunque il solido AP è un parallelepipe- 
do rettangolo. Or da un’ altra parte i due prismi triangolari retti 
AM, BL sono uguali, poiché le basi ADO, BCN sono uguali, come 
pure le alte*, e DM, NP { n° 120 ): dunque se a questi due prismi 
si aggiunge di comune il solido ABCOIKLQ. il parallelepipedo ret- 
toci. risulteràequivalenleal parallelepipedo rettangolo AP. C.D. D. 

14 li Corollario I. Dalla proposizione precedente si deduce che 

Il parallelepipedo retto ha per misura il prodotto della sua base 
per la sua altezza. 

142. Corollario II. Due parallelepipedi retti che hanno le basi 
equivalenti, e le altezze uguali, sono equivalenti. 

143. Corollario III. 11 prisma triangolare retto BCDF (fig. 30 ) 
ha per misura il prodotto della sua base per la sua altezza. 

Infatti, il prisma triangolare retto BCDF è metà ( n° 121) del 
parallelepipedo retto CII che ha una base doppia e la stessa altezza, 

144. Corollario IV. Dal corollario precedente apparisce che 

Due prismi triangolari retti sono equivalenti, quando hanno ba- 
si equivalenti, ed altezze uguali. 
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145. Due piramidi triangolari rette che hanno basì equivalenti , 
ed altezze uguali, sono equivalenti. ( fig. 35 ). 

.ft'/H.Sieno SABC,sabc due piramidi triangolari rette. Si suppon- 
ga che le basi ABC, abc sieno situate in un medesimo piano, e che 
1’ altezza della prima piramide si confonda collo spigolo SA, e l'al- 
tezza della seconda cada sul lato ac della base abo ; poiché se ca- 
desse dentro di questa base, la dimostrazione seguente resterebbe 
sempre la stessa. 

Si chiamino P, epi volumi delle due piramidi : se queste pira- 
midi non sono equivalenti, sia sabe la più piccola. Sarà sempre pas- 
sibile, prendendo un’ altezza conveniente Ax , costruire un prisma 
retto avente per base il triangolo ABC, di cui il volume sia uguale 
alla differenza P— p dei volumi delle due piramidi proposte. 

Si divida l’ altezza SA in parti uguali minori di Ax,c per i punti 
di divisione D, G. K, ecc. si conducano altrettanti piani paralleli 
al piano delle basi; le sezioni fatte da ciascuno di questi piani nelle 
due piramidi saranno equivalenti (n° 142). onde si avrà DEH— dai', 
GHl=:ghi. ecc. 

Ciò premesso, sopra i triangoli ABC, DEF, GUI, ecc. prpsi per 
basi si costruiscano i prismi retti esterni ABCN. DEFO, GUÌP, 
ecc., che abbiano per altezze le parti AD, DG, GK , ecc. dell’ al- 
tezza SA. Parimente sopra, i triangoli def,ghi, klm, ecc. presi per 
basi si costruiscano nella seconda piramide i prismi retti interni defo, 
ghip, ec. dei quali le altezze saranno uguali alle altezze AD, DG, 
GK, ec. dei prismi esterni appartenenti alla prima piramide. Quin- 
di tutti i prismi fin qui mentovati avranno per allezza comune AD. 

La somma de’ prismi esterni della piramide SABC èmaggiore del 
volume di questa piramide; al contrario la somma de’ prismi interni 
della piramide sabe è minore del volume di questa piramide; dun- 
que per queste due ragioni, se si chiami 5 la somma de’ prismi c- 
sterni , e s quella degli interni , dovrà essere la differenza S — s 
maggiore della differenza P — p. 

Or a partire dalle basi ABC , abc , il secondo prisma esterno 
DEFO è equivalente al primo prisma interno defo ( n° 142), poiché 
hanno basi equivalenti ed altezze uguali ; sono equivalenti per la 
stessa ragione il terzo prisma esterno GIIIP ed il secondo interno 
ghip, il quarto esterno ed il terzo interno, e così in pregresso fino 
all ùltimo degli uni e degli altri. Dunque tutti i prismi esterni della 
piramide SABC, eccetto il primo ABCN, hanno i loro equivalenti 
ne’ prismi interni della piramide sabe-, per conseguenza la differen- 
za S — s sarà uguale al prisma accennato ABCN. Ma per costruzio- 
ne la differenza P—p delle due piramidi è maggiore del prisma 
ABCN , dunque la differenza S — s dei prismi sarà minore della 
differenza P—p delle piramidi; il che è assurdo, perché più sopra 
si è dimostrata maggiore;dunquc la piramide SABC non può essere 
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maggiore della piramide saie. Nello stesso modo si dimostrerà che 
non può essere minore , poiché basterà costruire i prismi esterni 
nella piramide saie, e gl’ interni nella piramide SABC ; perciò le 
due piramidi sono equivalenti. C. D. D. (*) 

PHÒPOSIZlONE LXIV PROBLEMI. 

146. Ogni piramide triangolare obliqua è equivalente ad una 
piramide triangolare retta eie ha la medesima base , e la medesi- 
ma altezza ( iig. *27 ). 

Dim. Sia SD V altezza della piramide obliqua SABC. Si tirino le 
rette BD, AD, CD ; indi si costruisca un triangolo aie uguale al 
triangolo ABC, e sopra bc si costruisca il triangolo bed uguale al 
triangolo BCD, sarà il quadrilatero abed uguale al quadrilatero 
ABCD. Ciò premesso, s’innalzi dal punto o sul piano abcdU perpen- 
dicolare os = DS, e si conducano le rette sa, so, se, sd, ad. 

La piramide triangolare retta SABD è equivalente alla piramide 
triangolare retta sabd-, dappoiché la base ABD della pritnaè uguale 
alla base abd della seconda , e I' altezza SD é uguale all’ altezza so 
(n° 145). Parimente si dimostra che la piramide triangolare SADC 
è equivalente alla piramide triangolare sadc: per conseguenza la pi- 
ramide quadrangolare SABDC è equivalente alla piramide quadran- 
golare sabde. Ma la piramide triangolare retta SBDC è equivalen- 
te alla piramide triangolare retta sbdc : dunque se dalle due pirami- 
di quadrangolari si tolgano queste due piramidi triangolari, resterà 
la piramide triangolare obliqiia SABC equivalente alla piramide tri- 
angolare retta saie. C. D. D, 

147. Corollario- Dal teorema precedente si deduce evidentemen- 
te che: due piramidi triangolari qualunque che hanno le basi equi- 
valenti, e le altezze uguali, sono equivalenti. 

PROPOSIZIONE LXV — TEOREMA. 

148. Ogni piramide triangolare è equivalente, alla terza parte 

del prisma triangolare della medesima base , e della medesima al- 
tezza ( fig. 36 ). • 

Dim. Sia ABCD una piramide triangolare. Per i punti B, e C. 
si conducano le rette BE, CF uguali e parallele ad AD (n° 27); in- 
di si congiungano i punti E, D, F colle rette ED, DF , FE : con 
questa costruzione si formerà il prisma triangolare^^, il quale avrà 
la medesima base ABC, e la medesima altezza della piramide pro- 
posta. . ■ ■ 

(*) La condizione particolare delta piramide JBCS , di avere per co- 
rtola la sua altezza JS , nulla toglie alla generalità della dimostrazione. 
Infatti , se te due piramidi rette fossero comunque , ciascuna di esse sa- 
rebbe equivalente ad una terza piramide avente eguale altezza , e base 
equivalente ; e condizionala come la JBCS, 
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Ciò premesso, per i tre punti C, D, E si faccia passare un piano, 
questo dividerà la piramide quadrangolare EBCFD in due piramidi 
triangolari equivalenti EBCD. ECFD, poiché hanno basi uguali, e 
la stessa altezza, cioè la perpendicolare abbassala dal vertice comune 
ZJsul piano EBCF. Or considerando la piramide ECFD come se 
avesse per base il triangolo EDF. e per vertice il punto C, ne segue 
che le due piramidi F.CDF , ABCD avranno basi uguali, ed altezze 
uguali; percióqueste due piramidi saranno uguali, ed il prisma trian- 
golare sarà decomposto nelle tre piramidi triangolari equivalenti fra 
loro ABCD , EBCD , ECFD. Laonde la piramide proposta ABCD 
sarà la terza parte del prisma AE. C. D. D. 

149 .Corollario I .Due prismi triangolari che hanno le basi equi- 
valenti , e le altezze uguali, sono equivalenti , perchè le piramidi 
loro terze parti sono equivalenti ( n.° 145 ). 

150. Corollario 11. Dal corollario precedente si deduce che un 
prisma triangolare obliquo è equivalente ad un prisma triangolare 
retto di base equivalente e della stessa altezza, ma il prisma trian- 
golare retto ha per misurailprodottodellabase perrallezza(n°l43); 
per conseguenza : ogni prisma triangolare ha per misura il pro- 
dotto della sua base per la sua altezza. 

151. Corollario IH. Ma la piramide triangolare è la terza parte 
del prisma triagolare della stessa base, e della stessa altezza, dunque 

Ogni piramide triangolare ha per misura il prodotto della sua ba- 
se pel terzo della sua altezza. 

152. CorollarioVf Potendosi ogni prisma poligono decomporre 
in prismi triangolari dellla stessa altezza ( n° 106): ed ogni pirami- 
de poligona in piramidi triangolari della stessa altezza( u°l03 ) ne 
consegue che 

1°. Ogni prisma ha per misura il prodotto della sua base per la 
sua altezza. 

2°. Ogni piramide ha per misura il prodotto della sua base pel 
terzo della sua altezza ; e per conseguenza. 

3° Ogni piramide è la terza parte del prisma della stessa base e 
della stessa altezza. 

PROPOSIZIONE LXVI TEOREMA. 

153. Il piano che passa per la diagonali corrispondenti di due 
facce opposte di un parallelepipedo obliquo, lo divide in due pris- 
mi triangolari equivalenti ( lig. 30 ). 

Vim. Sia il parallelepipedo obliquo CIl, e per le diagonali corri- 
spondenti EF . BD di due facce opposte qualunque si faccia passa- 
re il piano EBDF, il quale dividerà il parallelepipedo proposto nei 
due solidi ABDH, BDCG. In primo luogo questi due solidi sono 

f irismi triangolari ; poiché i triangoli ABD, EFII , avendo i loro 
ati uguali e paralleli, sono uguali fra loro, e nel tempo stesso le 
facce laterali sono tre parallelogrammi. Quindi ii solido ABDH è 
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un prisma triangolare, e lo stesso si dimostra pei solido BDCG. 

In secondo luogo, i due prismi triangolari accennali sono equiva- 
lenti, perchè hanno basi uguali ed altezze uguali ( n° 149), dunque 
il piapo EBDF divide il parallelepipedo obliquo in due prismi equi- 
valenti. C. D. D. 

154- Corollario I. Poiché il prisma triangolare ha per misura il 
prodotto della sua base per la sua altezza ( n° 150 ), apparisce dalla 
proposizione precedente che 

Un parallelepipedo qualunque ha per misura il prodotto della 
tua base per la sua altezza -, e per conseguenza 

155. Corollario 11 Due parallelepipedi qualunque che hanno 
basi equivalenti, ed altezze eguali sono equivalenti. 

Da che si conchiude ancora che due parallelepipedi sono equiva- 
lenti , se hanno la stessa base , o basi equivaleuli , e sono come nel- 
la fig. 37 situati fra gli stessi piani paralleli; per la qual cosa si po- 
trà sempre trasformare un parallelepipedo obliquo qualunque in un 
parallepipedo rettangolo equivalente. 

. 156. Scolio. -Tutti i teoremi ricavati ( a° 136 al n° 139 ) come 
corollari della misura del parallelepipedo rettangolo si possono ap- 
plicare a due parallelepipedi qualunque, a due prismi qualunque . 
ed anche a due piramidi qualunque. Ciò risulta da quanto fin qui si 
è esposto. 

PROPOSIZIONE LXVII — TEOREMA. 

157. Se una piramide triangolare si tagli con un piano parallelo 
alla base, il tronco che resta togliendo la piccola piramide è equi- 
valente alla somma di tre piramidi, che hanno per comune altezza 
quella riel tronco, e per busi luna la buse inferiore del tronco, l’al- 
tra la base superiore , e l'ultima una media proporzionale fra que- 
ste due basi ( iig. 38 ). 

Dim. Sia ABQDEF un tronco di piramide triangolare. Per i pun- 
ti A, E , C si faccia passare un piano, il quale distaccherà dal tronco 
la piramide triangolare ABCE che ha per base la base inferiore del 
tronco, e per altezza l’altezza del tronco medesimo; poiché il verti- 
ce E si ritrova nel piano DEF: questa è la prima delle tre piramidi. 

Rimane la piramide quadrangolare che ha per vertice il punto E, 
e per base il trapezio DACF. Per i tre punti D, E, C si faccia pas- 
sare un piano, che dividerà la piramide accennata in due piramidi 
triangolari. La prima EDFC può considerarsi come avente per base 
il triangolo DEF e per vertice il punto C,per conseguenza avrà per 
base la base superiore del tronco, c la stessa altezza di esso. Dun- 
que è questa la seconda piramide. 

In quanto alla piramide ED AC, a fine di trasformarla in un'altra 
equivalente , si conduca pel punto E nel piano ADEB la retta EK 
parallela ad AD, e. si uniscano DK.o. AC.La piramide EDAC è equi- 
valente alla piramide ADCK, perchè hanno la stessa base ADC, e la 
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slessa altezza .essendo i loro vertici situ&i in una retta EK parallela 
ad AD , ovvero al piano ADC. Ma la piramide DACK pnò conside- 
rarsi come se avesse per base il triangolo A AC, e per vertice il pun- 
to D, resta dunque a dimostrare che la base AKC è media propor- 
zionale fra le due basi del tronco. Infatti, essendo le rette DE, DF 
respettivamente parallele ad AB, AC, e rivolte dalla stessa parte , 
sarà l’angolo EDF uguale al l'angolo BAC. Ma DE—AK, se nunque 
si considerano DF, ed AC conm basi dei triangoli DEF , AKC , le 
perpendicolari abbassate dai vertici E, K su queste basi ; ovvero le 
altezze dei due triangoli saranno uguali; e però i triangoli DEF , 
AKC staranno come le basi DF, AC. Ma i triangoli AKC, ABC stan- 
no ancora come le basi AK, AB, ovvero come DE, AB, perchè han- 
no la stessa altezza ; e per la simiglianza dei triangoli DEF, ABC si 
ha DF : AC : : DE : AB dunque in fine sarà 

DEF : AKC : : AKC: ABC. C. D. D. 

PROPOSIZIONE LXVIII — TEOREMA. 

1 58. Il tronco a basi parallele di una piramide qualunque è 
equivalente alla somma di tre piramidi, che hanno per comune al- 
tezza quella del tronco, e per basi la base inferiore del tronco, la 
base superiore , ed una media proporzionale fra queste due basi 
( % 28 ). 

Dim. Sia S una piramide qualunque, T una piramide triangolare: 
si supponga che le basi ABCD, MIVP sieno equivalenti, e situate in 
immedesimo piano; e che le altezze SO, TQ sieno uguali fra loro; 
indi si conduca un piano parallelo a quello delle basi che tagli le 
due piramidi. 

Essendo per ipotesi le basi equivalenti, le sezioni abed, mnp sa- 
ranno ancora equivalenti (n°102); per conseguenza le piramidi 
parziali Sabcd Tmnp saranno equivalenti. Ma le piramidi intere 
sono equivalenti, perchè hanno basi equivalenti, ed altezze uguali , 
dunque il tronco della piramide poligona è equivalente ai tronco 
della piramide triangolare; e però il tronco di una piramide qualun- 
que si potrà decomporre in tre piramidi, come nella enunciazione 
del teorema. C. D. D. 

159 Corollario. Da ciò si deduce che 

Il tronco di piramide a basi parallele ha per misura il terzo del 
prodotto della sua altezza per la somma delle sue due basi e di una 
media proporzionale fra queste due basi. 

PROPOSIZIONE LXIX — TEOREMA. 

160. Se si taglia un prisma triangolare cori un piano inclinato 
alla base , il tronco sarà uguale alla somma di tre piramidi , che 
hanno per base comune la base inferiore del tronco , e per vertioi 
quelli della base superiore ( fig. 39 ). 
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Dim. Sia ABCDEF un Jfnnco di prisma triangolare. Per i punti 
A, E , Csi faccia passare un piano.il quale distaccherà dal tronco la 
piramide triangolare ABCE, che ha per base la base inferiore del 
tronco, e per vertice il punto E della base superiore. 

Per i punti D , E, C si faccia passare un piano.il quale dividerà 
la piramide quadrangolare EADFCìn due piramidi triangolari. La 
prima ED AC avendo per base il triangolo DAC,e per vertice il pun- 
to E, sarà equivalente alla piramide DACB, che ha la stessa base . 
e la stessa altezza. essendo i vertici E, B situati nella retta EB pa- 
rallela al piano DAC. Ma la piramide DACB può considerarsi come 
se avesse per base il triangolo // jSC, e pervertire il punto D, dunque 
si ha la seconda piramide. 

Rimane ora a considerare la piramide EDFC, la quale è equiva- 
lente alla piramide AEFC. poiché hanno la stessa base ECF, e la 
stessa altezza, essendo i vertici D, A situati nella retta DA paralle- 
la al piano ECF. Ma la piramide AEFC può considerarsi come se 
avesse per base il triangolo ACF , e per vertice il punto E , e per- 
ciò è equivalente alla piramide ACFB. che ha la stessa base e la 
stessa altezza, dunque la piramide ECFD'e equivalente alla pira- 
mide ACFB la quale sarà la terza piramide richiesta, perchè si può 
considerare come se avesse per base il triangolo ABC-, e per verti- 
ce il punto F. C. D. D. 

1 6 1 Corollario. Dal teorema precedente s’inferisce che 
Il prisma triangolare troncato ha per misura il prodotto delta 
sua base pel terzo della somma delle tre perpendicolari abbassate 
su questa base dai vertiei opposti. 

162. Scolio. Quando si ha un tronco di prisma triangolare retto, 
le perpendicolari abbassate dai vertici. D, E, F sulla base ABC si 
confondono cogli spigoli DA, EB, FC\ e però ne consegue che. 

Il tronco di prisma triangolare retto ha per misura il prodotto 
della base pel terzo della somma dei suoi tre spigoli laterali. 

PROPOSIZIONE LXX — TEOREMA. 

163. Ogni poliedro si può trasformare in una piramide equiva- 
lente ( fig. 3i ■ 

Dim. Potendosi ogni poliedro decomporre in piramidi (n° 1 1 1 ), 

, il suo volume risulterà dalla somma delie piramidi parziali, le quali ■ 
in generale avranno diverse altezze. Così, abbiam veduto (n° 1 10) 
che se si prenda un punto 0 nell’interno di un parallelepipedo AG, 
la rette tirate da quel punto a tutt’i vertici del poliedro , lo divido- 
no in sei piramidi quadrangolari ,.che hanno per vertice comune il 
punto 0 , e per base le facce del poliedro medesimo. Quindi le al- 
tezze delle piramidi saranno le perpendicolari abbassate da quel 
vertice sopra ciascuna faccia. Or se si chiami L l'altezza della pira- 
mide ABFEO, non sarà difficile vedere che ciascuna delle cinque 
piramidi rimanenti potrà esser trasformata in una piramide equiva- 


Digitìzed by Google 



SEZIONI SECONDA 


(f 

lente, che abbia per altezza l'altezza L della piramide ABFEO, pe- 
rocché (n. 156) si è dimostrato che due piramidi sono equivalenti, 
allorché hanno le basi in ragione reciproca delle altezze.' Se' per 
esempio, si chiami K l’altezza della, piramide CDIIGO , questa si 
potrà trasformare in un'altra equivalente, che abbia l’altezza L , ed. 
-una base M, che sarà determinala dalla proporzione 
Li.K: : CDHQ : M. 

Similmente si potranno determinare le basi TV’,/’ QJi delle pirami- 
di, che hanno la comune altezza L, e sono equivalenti alle quattro, 
restanti piramidi del parallelepipedo AG. Se dunque, si costruisce 
una piramide, che abbia L per altezza, e per base uh poligono S , 
•equivalente alla somma depoligoni ABFE , M, N, P , Q, R, essa 
sarà equivalente al parallelepipedo AG. La costruzione del poligo- 
no S si esegue facilmente riducendo prima quei poligoni ad altret- 
tanti quadrati; e però ógni poliedro si può trasformare in una pi- 
ramide equivalente. C. D. D. 

164 Scolio. È facile vedere che a due piramidi si possono sempre 
sostituire due parallelepipedi rettangoli ad esse rispettivamente 
equivalenti. Infatti, si può sempre costruire un pai allelógralonio 
rettangolo equivalente al poligono, che forma la base di una delle 
due piramidi; ed in tal guisa si ba la base di. uno de'due parallelepi- 
pedi?! altezza sarà la terza parte dell’alteziadellapiramide medesima. 
Quindi se si sapesse trovare in linee il rapporto di due parallelepi- 
pedi rettangoli, si potrebbe ridurre il rapporto di due poliedri qualun- 
que al semplice rapporto di due linee , come nella geometria pia- 
na si è fatto per due poligoni qualunque. Questo risultamenlo è 
della più grande importanza, e fa conoscere la potenza della geome- 
tria; dappoiché il rapporto di due linee si può sempre assegnare in 
numeri, sia esattamente, sia con. quella approssimazione che si vuo- 
le; per conseguenza la riduzione pel rapporto delle figure piane e 
solide aquelto di due linee non solamente é per se stesso un mirabi- 
le concepimento geometrico ; ma fa vedere ancora la possibilità di 
applicare alla pratica le speculazioni delia geometria. Per -queste 
ragioni ci occuperemo nella proposizione seguente dei rapporto in 
linee di due parallelepipedi rettangoli. : 

jmoPOSIZIONE LXXI TEOnjEMJ* 

165. Il rapporto di due parallelepipedi rettangoli si può sempre 
esibire in linee ( fig. 33). *\ 

Dim. S eno AB AD. AC\e dimensioni di un parallelepipedo rei 1 
tangolo BM. ed ab, ad, ac sieno quelle di un alleo parallelepipedo 
rettangolo bm. Si trovi una- quarta proporzionale G in ordine ^dle 
tre linee de, AB , AD, ed urta quarta proporzionale g :n ord.ne alle 
tre linee AC, ab ad. Dico che fe due linee G, c g staranno fra lóro 
come i due parallelepipedi BM. e bm. 

lufatti, aveudosl per costruzione ‘ 

6 
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oc: AB: : AD: Q > , 

AC: ab : : ad: g, 

Sarà'il rettangolo ABD equivalente al rettangolo acG. cd il rph 
(angolo ebd equi valente al rellangolo ACtj. Donde si deduce che se 
si facci Zftq =AC, pr ziac.po — G, e ps rr y. il parallelepipedo 
BAI sara equivalente al parallelepipedo pu: poiché il rettangolo >■]>& 
e equivalente. al rettangolo ABD, e pij — AC. Parimente ii paralle- 
lepipedo bm sarà equivalente al parallelepipedo ph, perchè il ret- 
tangolo yps è equivalente al rettangolo abd , e pr zi ac. Ma i paral- 
lelepipedi jiu.ph hanno nna medesima farcia, o base ypr, e per con- 
seguenza stanno fra kro ttruo le altezze po,ps, ovvero come G, y, 
-dunque sarà 

BM: bm : : G: y . C. D. D. 

CAPITOLÒ XI. 

DEI rOLlEDRl SIMILI. 

1 B 6 . Dato un poliedro qualunque, è evidcn'e che si può sempre 
TCnccpire un altro policnrp, il quale sullo diversa estensione al>- 
hia b medesima figura. Questi due solidi saranno allora composi! 
di un medesimo numero di facce simili e similmente disposte, ed 
avranno gli angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno, come pure 
gli angoli solidi, ed in (ine saranno ne' due poliedri proporzionali 
tutti gli spigoli omologhi, vale adire quelli che raderebbero nella stes- 
sa direzione quando si soprapponessc un angolo solido di un polie- 
•dio al suo uguale nel poliedro simile. 

167. Or siccome per determinare un poliedro non è necessario 
conoscere tutte le parli che lo compongono, cosi pure non è neces- 
sario verificare tulli i caratteri di simiglianza sopraccennati per con- 
cludere che due poliedri sono simili. Quindi si possono definire i 
poliedri simili nel modo qui appresso. 

J63. Due poliedri si dicono simili qnrvndo hanno tutte le loro 
faae simili, similmente disposte , .c gli angoli solidi formali dalla 
facce omologhe rispettivamente nguali. (*) ' 

rnorasizto^E lxxii — rsaicwa. 

I CO. Se si taglia timi piramide con un piano pomi ciò alla base, 
la piramidi parziale sarà simile alla piramidi intera ( fig. 2i> ). 

Dim Sia la piramide SABCD tagliata da Un pianoaricv/ paralle- 
lo alia base; dico che la piramide Sabcd è simile a SABCD. Infatti, 


Qualche restaura'ore di 'Euclide ha tro»»to a ridire su questa defini- 
zione de’ poliedri simili^ dovuta al celebre geometra Roberto Sìuiscn. Ma 
essa è stata giudicata esalta dai Mutrmatir ; e don può mai dar luog a ve- 
runo equivoco, so ti terranno presenti le tunsidetutioni , tire prbicdouo 11 
Uoaoiiioae medtsiuiu. 
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tette le facre dell’una sono simili alle facce dell'altra; è però gli 
spigoli omologhi sono proporzionali, e gli angoli piani degli angoli 
solidi omologhi sono uguali ciascuno a ciascuno. Inoltre è evidente 
che gli angoli diedri omologhi sono ugnali; dunque saranno ancora 
uguali gli angoli solidi omologhi (n. 80); e per conseguenza le dua 
piramidi sono, simili. C. D. D. 

rr.orosizio^s lxxiii. — tBoas**- 

1 70. Dui piramidi triangolari sono simili (piando hanno gli an- 
goli diedri tignali ciascuno a ciascuno e similmente situati (iig. 40). 

Dim. Sieno SABC, e saie due piramidi triangolari che abbiano 
ì loro angoli diedri uguali ciascuno a ciascuno e similmente situali: 
gli angoli triedri S, e s avendo ì loco angoli diedri uguali ciascu- 
no a ciascuno c similmente disposti, sono ugnali fra loro ( n. 77 ) , 
c per conseguenza hanno gli angoli piani uguali.. Lo stesso si poi* 
dimostrare per gli angoli triedri A, ed a. come pure per gli angoli 
triedri B, c ù. Quindi i due triangoli ASB, ed asb sono equiangoli, 
e perciò simili. Nello stesso mudo si dimostra ia simiglianza delie al' 
tre facce delle duo piramidi triangolali, dunque queste piramidi 
sono simili. C. D D. 

rnorosmosE lxxiv — teoresi a. ■ 

171. Due piram'di triangolari sono simili quando baino una 
farcia simile adiacente a tre angoli diedri uguali ciascuna a cia- 
scuno ( fig. 40 ). 

Dim. Nelle piramidi triangolari SABC. saio sieno ABC, abe le 
due Iacee simili, gli angoli triedri A cd a saranno uguali, perchè 
ba ino un angolo piano uguale adiacente a duo angoli diedri uguale 
ciascuno a ciascuno c similmente disposti (n. 7 &); per conseguen- 
za saranno uguali gli angoli diedri SA sa; c nello stesso modo si 
dimostrerà l'uguaglianza degli altri angoli diedri. Dunque (n. 176), 
le due piramidi triangolari sono simili. C. Z>. D. 

rnorosuiovE lxxv — teoresi a. 

172. Due piramidi triangolari sono simili quando hanno un an- 
golo diedro uguale compresofra duo facce rispettivamente simili e 
similmemie disposte l hg. 40 ). 

Dim. Sia l’angolo diedro SA uguale ail’angolo diedro sa, e le fac- 
ce SAB, SAC che comprendono il primo sieno rispettivamente si- 
mili alle Iacee sub, sac che comprendonoil secondo; gli angoli trie- 
dri S, s saranno ugual», perchè hanno un angolo diedro' uguale 
compreso fra due angoli piani uguali ciascuno a ciascuno (n. 78), 
per conseguenza sono uguali gli angoli diedri SB, é sb. Parimente 
gli angoli triedri A, cd a saranno uguali, perché hanno un angola 
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diedro ugnale compreso fra due ahgoli piani uguali ciascuno a eia** 
senno e similmente disposti; perciò saranno uguali gli angoli die* 
dt'i AB ,# d ab. . \ 

Quindi le due piramidi triangolari propóste hanno le facce simili 
ASB, ani adiacenti a tre angoli diedri rispettivamente uguali e si- 
utilmente situali; e però sono simili ( n. 171 ). C. D.D. 

« 

puorosiziosE lxxvi — teokejoj 

1 173. Dii? piramidi triangolari sana tintili guanti» hanno tre fao 
ce simili ciascuna a ciascutiu e similmente uisposte ( lig. 40 ); 

Dim. Sieno le facce ASB , ASC. BSC rispettivamente .'■imiti alle 
facce asb, asc , bsc e similmente disposte. Gli angoli trièdri S, e t 
saranno uguali,’ poiché hanno ì loro Ire angoli piani uguali ciascu- 
no a ciascuno e similmente situati ; e per conseguenza risultano ti- 
gnali gli angoli diedri SA, sa; e le due piramidi proposte saranno 
simili in virtù del teorema precedente. C- D. D. 

proposizione lxxyii — ìeosexj. 

1 71 . Dite piramidi triangolari simili hanno » lot o spigoli omo- 
loghi proporzionali alle altezze (lig. 10 J. 

Dim. Sieno SABC, sabe due piramidi triangolari similLFacendo 
coincidere 1 angolo triedro s col suo tignòle .5, la piramide saie 
verrà rappresentala dalla piramide SEDE. La retta ED sarà pa- 
rallela ad AB, perchè d’angolo ££7? = S.4B, e per la stessa ragióne 
•là retta DE s;irà parallela a BC. Quindi il piano EDF s arà paral- 
lelo al piano ABC (n. 42). Òr se dal purilo S si abbassi la perpen- 
dicolare sopra uno di questi piani, essa sarà ancora perpendicolare 
all’altro. Sieno SO. SG le altezze delle due piramidi prese sopra 
questa perpendicolare, in virtù dei piani paralleli EDF, ABC , si 
avrà ( ri. 100 ), 

SA : SE: . SO : uSG. 

per conseguenza le altezze sono proporzionali agli spigoli omologhi. 
C. D D. 

PROPOSIZIONE LXXVIU — TEOREMA- 

175. Due poliedri simili sono composti di un medesimo numero 
dì piramidi triangolari simili rispettivamente e similmente disposto 
( fi o ; 32. ) 

Dini. Sieno SAB, ABC D, C DE tre facce consecutive del primo 
poliedro, e sab, abed. ede |e tre tàcce omologhe del secondo' Sup- 
poniamo che i due poliedri sieno decomposti 1 in piramidi aventi per 
vertici i punti omologhi S, s, e per basi le fecce dei poliedri mede* 
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simi; supponiamo inoltre che questo piramidi sieno divise in pira- 
midi triangolari aventi per vertici gli stessi punti S, t; e si tirino 
le diagonali SC, SD, SE, se. sd, se, rome pure le retlé AC, ac. 

Le due facce ABCD, abed essendo simili per ipotesi saranno an- 
cora simili i triangoli ABC, aie. 

Da un'altra parte sono uguali gli angoli diedri CBAS, ebas: poi- 
ché essendo simili i poliedri sono uguali gli angoli solidi omologhi, 
dunque le due piramidi triangolari SABC, sale hanno un angolo 
diedro uguale Compreso fra due facce simili rispettivamente e si- 
milmente disposte, perciò saranno simili. Dal che si deduce la simi* 
glianza delle facce omologhe ASC, asc. c l’uguaglianza degli angoli 
diedri SABC. saeb. Gli angoli diedri SA CD, sacd saranno ancora 
uguali, perchè sono supplementi dei precedenti. Di più, i triangoli 
ADC, adc sono simili, dunque le due piramidi triangolari SACD , 
sacd hanno un angolo diedro uguale compreso fra due facce simili 
ciascuna a ciascuna e similmente disposte; e però queste piramidi 
sono simili- Da ciò si conclude la simiglianza delle facce omologhe 
DSC, dsc, e l’uguaglianza degli angoli diedri SDCA. sdea. Or es- 
sendo simili i poliedri, gli angoli diedri omologhi EDCA', edea sono 
uguali, perchè sono uguali gli angoli solidi omologhi. Se dunque 
da questi ultimi angoli diedri si tolgono i precedenti, i rimanenti 
angoli diedri SCDE, sede saranno uguali. Ma i triangoli DCE.dre 
sono simili (e lo sarebbero ancora se in luogo di essere facce omo- 
loghe dei due poliedri, facessero semplicemente parte di due facce 
omologhe) ; dunque le due piramidi triangolari SCDE, sede hanno 
un angelo diedro uguale compreso fra due facce simili rispettiva- 
nienle e similmente disposte, e perciò sono simili. 

Continuando nello stesso modo, si potrà dimostrare progressiva- 
- mente la simiglianza di tutte le piramidi triangolari che compon- 
gono i due poliedri proposti. C. D. D. 

PROPOSIZIONE LXX1X — TEOREM J . 

176. Nei poliedri simili gli spigoli omologhi, le diagonali' omo- 
loghe delle facce omologhe , e le diagonali interne omologhe sono 
proporzionali (Gg. 32). • 

Dim. Infatti,. I” dalla simiglianza delle' facce omologhe dei due 
poliedri si deducono le proporzioni • 1 

SA : sa : : AB : ai : : CD : cd : : DE : de, ecc. e però gli 
Spìgoli omologhi sono -proporzionali. 

2". Si considerino due diagonali omologhe, per esempio, AC, ac 
di due facce omologhe ABCD, abed, è manifesto che le diagonali 
accennate Sono proporzionali agli spigoli omologhi AB, ab. Pari- 
mente le diagonali omologhe di due altre facce omologhe sono pro- 
porzionali a due spìgoli omologhi; ma tutti gli spigoli omologhi so- 
no proporzionali, dunque le diagonali omologhe delle facce omolo- 
ghe sono proporzionali. .. - . t 
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3*. Finalmente, se si considerano due diaconali omologhe inter- 
ne, per esem[»io, SE, se, queste saranno proporzionali agli spigoli 
omologhi CO cd, in virtù della simiglianza delle piramidi SÒDE, 
terle. Dunque le d. agonali interne omologhe, sono proporzionali. 


PROPOSIZIONE LXXX TEORESI A. 

1 77. Le superficie dei poliedri tintili stanno fra. loro come i qua- 
tirali degli spigoli omologhi ( lig. 32 ). , - 

Dim. Le aje dei poligoni simili stanno fra loro come i quadrati 
dei lati omologhi, dunque sarà la farcia SAB alla faccia sub come 
il quadralo di AQ a\ quadrato di ab. Parimente sarà la faccia ABCD 
alla farcia abed comedi quadralo di AB al quadralo di ai, e la fac- 
cia DCE alla faccia d<t i o ne il quadralo di DC al quadralo di de. 
Ma tutti gli spigoli omologhi dei poliedri simili sono proporzionali, 
e però sono proporzionali anche i loro quadrati ; duuque sarà la 
faccia ASB alla faccia a*b come la faccia ABCD ad abed, e come 
DCE a dee, ccc, . . 

Quindi la somma di tutte le facce del primo poliedro starà alla 
somma di tutte le facce dpi secondo come .una farcia qualunque del- 
l’uno sla alla faccia ornai )gi dell altro, ovvero coinè il quadralo di 
uno spigolo del prima sla al quadrati) di uno spigolo omologo del 
secondo. Dunque le superfìcie dei poliedri simili staano fra laro'<o- 
me i quadrati degli spigoli omologhi. C. D. D\ 

PROPOSIZIONE LXXXl — TEORESI A. 

173. I poliedr i s'mili stanno fra loro come i cuòi degli spigoli 
omologhi ( fig. 40 )• 

Dim. Si considerino in primo luogo le due piramidi triangolari 
simili. SABC, saie. O,- i|ne piramidi stanno fra loro in ragion rom- 
po* a dal a ragione delle liasi ABC aòc, e dalla ragione delle altezze 
SO so. Ma le basi essendo s ni li stanno fra loro come i quadrali de* 
lati omologhi, c questi tali sono proporzionali alle altezze (n- 1 00), 
dunque le due piramidi sono in ragion triplicata .de' lati omologhi, 
ovvero come i culli di questi lati. ' 

C;ò premesso, passiamo a considerare due poliedri simili qualun- 
que ( fig. 3'2 ), che si potranno concepire divisi in un medesima nu- 
mero di piramidi triangolari simili rispetiivamenle e slmilmente di*, 
spaste. Ciascuna delie piramidi del primo poliedro, per esempio; 
SABC starà alla sua omologa saie nell'altra, come il cubo di uno 
dei suoi spigoli AB sta al cubo dello spigolo omologo ab dell'altra 
piramide, ma tutti questi spigoli sono nei due poliedri nel medesimo 
rapporto, poiché sono necessariamente o gli spigoli omologhi dei 
poliedri proposti, o le diagonali omologhe delle loro facce omologhe » 
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e infine le diagonali omologhe inrerne; per conseguenza i loro cubi 
formeranno una Serie di raparli ugnali, e questi rapporti essendo 
uguali a quelli delle piramidi, si concluderà che questi ultimi rap- 
porti sono uguali fra loro, Laonde la sonimi delle piramidi costi- 
tuenti il primo poliedro stara alla somma delle piram di restituenti 
il secondo, come una qualunque piramide SABC dell’uno sla alla 
corrispondente piramide tabe dell altro, ovvero erme il cubo di uno 
spigolo del pritnf) poliedro sta al cubo dello sp'golo cmologo del se- 
condo. Mettendo in luogo delle piramidi i poliedri da esse composti, 
ne risulterà ehe i poliedri simili stango fra turo come i cubi dei lati 
omologhi. C. D D. * 

’ . CAPITOLO XII, 

DEI rOLIEDP.I SIMMETRICI. ' 

! 79. Ter essere uguali due piramidi triangolari non basta che ab- 
biano le loro facce uguali ciascuna a ciascuna, ma si richiede anco» 
ra che queste facce sieno disposte nello stesso ridine'; poiché se fos- 
sero disposte in ordine inverso non potrebbero alfallo coincidere, 
stante la simmetria degli angoli solidi. Conviene adunque conside- 
rare 1 le figure solide, nella costituzione delle quali entrano gli ango- 
li solidi simmetrici.' 

rr.orosiziosE lxxxii — pncsinuj. 

/ * ‘ni 

180. Se che piramidi triangolari , ehe hanno le facce rispettiva- 
mente tignali, ma disposte in ordine inverso, sono si tiate in modo 
che due facce uguali coincidano, il piano della faccia comune sarà 
perpendicolare alla retta &oà giungente i vertici opposti, e la divi- 
derà in due parti uguali ( fig. <11 ). 

Dim. Sieno SABC, e S'ABC le due piramidi triangolari propo- 
ste: sia 0 il punto di mezzo della retta SS 1 che unisce i vertici op- 
posti alla base comune ABC-, si conducano le rette AO, BO, CO, 
Essendo AS = AS', il triangolo SA:, 1 sarà isoscele, e per conse- 
guenza la retta AOi\ perpendicolare alla retta SS 1 . Parimente es- 
sendo BS — B'.s 1 , e CS — CS', le rette BO, e Cftsono perpendicola- 
ri a SS'- Dunque { n° 13 J le tre rette AO, BO, CO si trovano nel 
piano che sarebbe prodotto dal rivolgimento deXangalo retto SOC 
intorno al lato SO supposto immobile; ma questo piano contiene i 
tre punti A, B, C-, dunque esso è il piano delia faccia comune ABC. 
C. D. D.’ 

181» Scolio. Dalla proposizione precedente è derivato che due 

! »vramkli triangolari si dicono simmetriche quando hanno le loro 
acce uguali ci iscuna a ciascuna e disposte in ordine inverso; dap- 
poiché possono essere situale simmetricamente rispetto a un mede- 
simo piano, cioè in modo che i vertici degli angoli solidi omologhi 
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tonti situati a distante uguali dal .piana accennato, sopra una mede- 
sima retta perpendicolare a questo piano. 

morosi ?ioi< e lxxxiij — teorema. 

1 82. Due piramidi triangolari simmetriche hanno gli angoli die- 

dri omologhi rispettivamente uguali, e gli angoli triedri omologhi 
simmetrici ( Cg. 42 ). v . , • , , 

Dipi- Siedo le due piramidi simmetriche SABC, sabc, nelle quali 
sia la faccia SBA — sha, SBC = shc. SCA = sca, e CB4 = cha. 

Essendo uguali le facce omologhe, gli angoli piani omologhi di 
queste facce saranno rispettivamente uguali ; e gli angoli triedri o- 
mologhi saranno composti di angoli piani rispettivamente uguali ; 
per conseguenza (n° 70) l'angolo diedro di due facce contigue qua- 
lunque in una delle piramidi preposte sarà uguale all’angolo diedro 
delle facce omologhe nell’altra : uia queste facce sono disposte in or- 
dine inverso, dunque gli angoli solidi omologhi saranno simme- 
trici., C. D. D. 

proposizione lxxxiv TEORE MJ . 

» , * ‘ • * . . » 

183. lina piramide triangolare non può avere che una sola siiti- 

metrica ( fig. 42 ), * 

Dim. Infatti, se si voglia formare una piramide simmetrica alia 
piramide SABC, vi dovrà essere sempre un angolo triedro costitui- 
tp di tre angoli piani BSA, BSC, ASC disposti in ordine inverso a 
quello, in cui sono disposti nella piramide SABC. Or si è dimostra- 
lo { il* 76 ) che questi tre angoli non si possono disporre che in due 
soli modi diversi, dunque le tre facce BSA, BSC, ASC non si pos- 
sono disporre che in due soli modi differenti ; ma quando queste 
{arre si saranno riunite in un punto per formare l’ angolo simme- 
trico ali angolo S , la quarta faccia trovasi determinata, dunque non 
può Osservi che una sola piramide sahe simmetrica alla piramide 
SABC. C t). D. 

181, Scojio ■ Lp proposizioni dimostrate nei paragrafi 113, 115, 
1 16, e 117 si verificano ancora quando gli elementi rispettivamente 
eguali nelle due piramidi, sono in esse inversamente discosti, sola- 
mente in vece di dire che l.g piramidi sono uguali, si dira che sono 
simmetriche-, e cosi si avranno diversi crileij per giudicare della 
s mmelria delle piramidi triangolari. Infatti , se si suppone costrut- 
ta una piramide, simmetrica ad una delle due piramidi proposte , 

' essa in virtù delle proposizioni sopraccennate dovrà risultare ti- 
gnale all’altra piramide proposta; e però le due piramidi proposte 
saranno simmetriche fra loro. 
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185. Se da tulli i vertici di un poliedro, decomposto in piramidi 
triangolari, si abbassino delle relle perpendicolari ad un medesimo 
piano, e si prolunghino al di là di questo piano di quantità uguali 
ad esse medesime, le estremità di queste perpendicolari saranno « 
vertici di un nuovo poliedro, che potrà essere decomposto in un 
medesimo numero di piramidi triangolari simmetriche a quelle del 
primo ed inversamente disposte ( fig- 43. ) 

Dim. Sia <S il vertice di tutte le piramidi costituenti il poliedro 
proposto; A, B , C, D, tee. dinotino differenti vertici del poliedro 
medesimo, ed s, a, b, c, d, ecc. i punti corrispondenti del secondo 
poliedro determinati nel modo sopraccennato. Finalmente sieno M 
c JV,. i punti di mezzo delle rette Ss, e Bb, vale a dire i piedi di 
queste perpendicolari nel piano PQ, su cui sono state abbassate. 

Le rette Ss, e Bb, essendo perpendicolari a un medesimo piano 
PQ, sono paralelle fra loro, e per conseguenza sono situate in un 
medesimo piano; inoltre sono perpendicolari alla retta MN che uni- 
sce i loro piedi nel piano PQ, perciò immaginando che il trapezio 
bsMN gin intorno alla retta MN, esso potrà combaciare col trape* 
zio BSMN, e però si avrà SB=i sb. Nello stesso modo si dimostre- 
rà che, SA se sa, SC=z se, AB— ab, BC— bc, e per conseguenza 
le due piramidi triangolari SABC, sabe, avranno le facce uguali 
ciascuna a ciascuna; ma queste sono inversamente disposte, dunque 
le piramidi accennate sono simmetriche fra loro. Similmente si po- 
trà dimostrare che le piramidi triangolari SACD, sacd sono simme- 
triche, e così di seguito. Dunque i due poliedri sono composti di un 
medésimo numero di piramidi triangolari simmetriche rispettiva- 
mente; e da un’altra parte è manifesto che uueste piramidi si tro- 
vano inversamente disposte nei due poliedri, infatti basta per veder 
ciò chiaramente osservare la fig. 44. dove i due poliedri sono 
situati l'uno acccanto all’altro. C. D. D. 

proposizione lxxxvi — TEORESI j. 

18G. Beciprocamente, due poliedri composti di un medesimo nu- 
mero di piramidi triangolari simmetriche inversamente disposte, 
possono essere situati in modo che le rette, le quali uniscono i ver- 
tici omologhi sieno divise in due parli uguali da un medesimo pia- 
no perpendicolare a tutte queste rette ( bg. 44. ) 

Dim Sieno S, s i due poliedri proposti. Da tutti i vertici del po- 
liedro S si abbassino delle perpendicolari sopra un piano qualunque, 
le quali si prolunghino al di sotto di questo piano di quantità ugua- 
li ad esse medesime, si formerà un nuovo poliedro, che chiamere- 
mo Sf. I poliedri, S e SI in virtù della proposizione precedente saran- 
no composti di un medesimo numero di piramidi triangolari simme- 

7 


Digitized by Google 



GEOMETRIA SOLIDA 


50 

Iriche inversamente disposte. Ma i due poliedri proposti S, e s so- 
no anch’essi per supposizione composti di un medesimo numero di 
piramidi triangolari simmetriche inversamente disposte, e da un’al- 
tra parte una piramide triangolare non può aver che una sola sim- 
metrica ( n° f 83 ), dunque i poliedri t, e S' sono composti di un 
medesimo numero di piramidi triangolari uguali ciascuna a ciascu- 
na, e similmente disposte; e per conseguenza questi poliedri sono u- 
guali fra loro ( n 0 l22 )■- 

Da ciò si deduce che il poliedro s può esser soprapposto al polie- 
dro S ed in questa situazione del poliedro s rispetto aiS.il piano so- 
pra nominato dividerà in duo parti uguali tutte le rette che unisco- 
no i loro vertici omologhi, e sarà perpendicolare a queste medesime 
rette. C. D. D. 

187. Scolio I. Dalla proposizione precedente è derivatocheduepo- 
liedri son detti simmetrici fra loro quando sì possono decomporre 
in un medesimo numero di-pii amidi triangolari simmetriche ed in- 
versamente disposte; dappoiché possono sempre essere situati sim- 
metricamente rispetto a un medesimo piano. Quindi il Legendre, 
che fu primo a parlare dei poliedri simmetrici, non li considera se 
non relativamente alla posizione che possono avere rispetto ad un 
medesimo piano. 

Infatti, definisce i poliedri simmetrici dicendo esser quelli che, 
avendo una base comune, sono costrutti similmente 1’uno al di so- 
pra del piano di questa base, l’altro al di sotto, con questa condizio- 
ne che i vertici degli angoli solidi omologhi sicno situati ad uguali 
distanze dal piano della base, sopra una medesima retta perpendi- 
colare a questo piano. 

Partendo da questa definizione il lodato geometra ha datoalcunc 
proposizioni intorno ai poliedri simmetrici, ma semina che con tale 
procedimento rimanga nascosto il cammino da esso seguito per ar- 
rivare ad una sì bella scoperta. 

188. Scolio II. La proposizione precedente prova che un poliedro 
non può avere che un solo simmetrico, e la proposizione ( n°185 ) 
offre il mezzo di costruire un poliedro simmetrico ad un poliedro 
dato 

rnoposiziONE lxxxvii — teorem j. 

189. Due poliedri simmetrici hanno le facce omologhe rispetti- 
vamente uguali , gli angoli diedri omologhi essi pure rispettiva- 
mente uguali, e gli angoli solidi omologhi simmetrici ( fig. 44 ), 

/ 

Dim. Sieno SABC, SACD , ecc, le piramidi costituenti uno dei po- 
liedri proposti, e sabe, sacd, ecc. le piramidi omologhe costituenti 
l’altro poliedro. 

1°. È manifesto che le facce omologhe dei due poliedri sono 
composte di facce omologhe ed uguali delle piramidi costituenti, e 
per conseguenza le facce omologhe dei due poliedri simmetrici so- 
no uguali.' 
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2". Due angoli diedri omologhi dei due poliedri o sono angoli die- 
dri omologhi, come AB , ab, delle piramidi costituenti, o sono com- 
posti di un medesimo numero di angoli diedri omologhi delle pira- 
midi medesime, come avviene per gii angoli diedri omologhi CA, 
ca, che sono composti degli angoli diedri SCAB , SCAD, scab, scad. 
In ambedue i casi gli angoli diedri omologhi dei due poliedri saran- 
no uguali, 

3°. Finalmente gli angoli solidi omologhi dei due poliedri sono 
composti degli angoli triedri omologhi delle piramidi costituenti, co- 
me può vedersi negli angoli solidi A, ed a, che sono composti degli 
angoli triedri ASBC, ASCD, asbe, ased omologhi, e disposti in or- 
dine inverso , perchè queste stesse piramidi sono disposte inversa- 
mente nei due poliedri. Ma gli angoli triedri accennati sono simme- 
trici, dunque lo saranno ancora gli angoli solidi omologhi dei due 
poliedri. C. D. D. 

PROPOSI ZONE LXXXVIII — TEOREMA. 

190. Due poliedri sono simmetrici quando hanno le facce rispet- 
tivamente uguali, disposte in ordine inverso, e gli angoli diedri o- 
mologhi essi pure rispettivamente uguali ( fig. 44 ). 

Dim Siano S, s i due poliedri proposti, e supponiamo che siasi 
costrutto un terzo poliedro Asimmetrico al poliedro 5, esso avrà 
con questo poliedro ( n. 189) gli angoli diedri omologhi eguali , e 
le facce omologhe eguali ed inversamente disposte. Per conseguen- 
za i poliedri A, s avranno gli angoli diedri rispettivamente eguali , 
e leiacce omologhe eguali e similmente disposte , e perciò saranno 
eguali (n. 124. ) E poiché i poliedri S, A sono simmetrici , lo sa- 
ranno pure i poliedri proposti S, s. C. D. D. 

PROPOSIZIONE LXXXJX — TEOREMA. 

191 . Due prismi sono simmetrici quando hanno un angolo solido 
simmetrico compreso trafacce omologhe uguali ciascuna a ciascu- 
na ( fig. 29 ). 

Dim. Supponiamo che nei due prismi CF, cf sia l’angolo triedro 
A simmetrico all’angolo triedro a, la faccia ABD— abd. AK =t ag, 
ed AG z- ai. Se si costruisce un terzo prisma , che chiameremo 
C'F 1 , simmetrico al prisma CF, questi due prismi avranno le facce 
omologhe rispettivamente uguali , c gji angoli solidi omologhi sim- 
metrici fra loro ( n° 188 ). Dunque i due prismi CF', c cf avranno 
un angolo solido uguale compreso tra facce respeltivameute uguali; 
perciò saranno uguali (n.l J9), ed essendo simmetrici i prismi CF, 
CF Io saranno pure i prismi proposti CF. cf C. D. u. 
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192. Il piano che passa per le diagonali corrispondenti di due 
facce opposte di un parallelepipedo , lo divide in due prismi trian- 
golari simmetrici fra loro ( fig. 30 ). 

Dim. Infatti, i due prismi triangolari ABDEFH , BCDFGE 
hanno le facce AE, CF uguali come facce opposte del parallelepi- 
pedo; hanno pure le facce uguali DIE CE per la stessa ragione, ed 
è poi il triangolo ABD uguale al triangolo EGF, dunque i due pri- 
smi accennati hanno gli angoli solidi A,c G compresi tra facce omo- 
loghe rispettivamente uguali; ma questi angoli solidi sono simmetri- 
ci ( n° 107), dunque (n« 191 ) i due prismi sono simmetrici fra lo- 
ro. C, D. D. 


PROPOSIZIONE XCI TEOREMA. 

1 93. Due poliedri simmetrici sono equivalenti fra loro (fig. 4 1 ). 

Dim. Infatti, l.° Due piramidi triangolari simmetr*che SABC, e 
S'ABC sono equivalenti, poiché hanno una medesima base ABC, ed 
ugnali altezze SO, S'O. 

2.° Due poliedri simmetrici sono composti di un medesimo nume- 
ro di piramidi triangolari simmetriche, dunque essendo equivalenti 
le piramidi accennate, saranno pure equivalenti i poliedri simmetri- 
ci. C. D.D. ■ 

194. Scolio. Apparisce dal teorema precedente che i poliedri sim- 
metrici costituiscono un genere intermedio fra i poliedri uguali, ed i 
poliedri equivalenti; il che non avviene nelle Ggure piane rettilinee, 
dove fra l'uguaglianza e l’equivalenza di queste figure non esiste al- 
cuno stato intermedio.Unasifiatta dottrina fu totalmente ignota agli 
antichi geometri, i quali perciò hanno a noi tramandata una teorica 
imperfetta dei poliedri. 

GAPITOLO XIII. 

DEI POLIEDRI REGOLARI. 

195. Un poliedro dicesi regolare quando tutte le facce sono poli- 
goni regolari, uguali, e tutti i suoi angoli solidi sono pure uguali 
fra loro. 

196. Or il più semplice di tutti i poligoni regolari è il triangolo 
equilatero, di cui ciascun angolo equivale a due terzi di un angolo 
retto: se dunque si riunissero più triangoli equilateri per formai c 
un angolo solido, non se ne potrebbero adoperare che tre, quattro, o 
cinque; dappoiché sei dei loro angoli piani riuniti equivalgono a sei 
volte due terzi di un angolo retto, ovvero a quattro angoli retti , e 
perciò non possono formar c un angolo solido ( n. 67 ). Con più ra- 
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gionc non se ne potrebbero prendere più di sei. Laonde non possono 
esistere che tre specie di poliedri regolari con facce triangolari. 

197. Dopo il triangolo equilatero viene il quadrato, di cui ciascun 
angolo è retto. Se dunque si prendano più quadrati per formare un 
angolo solido, non se ne potranno adoperare che tre; c per conse- 
guenza non può esistere che un solo poliedro con facce quadrate. 

198. Quanto al pentagono regolare, ciascuno dei suoi angoli equi- 
vale a sei quinti di un angolo rclto,onde non se potrebbero adopera- 
re più di tre per formare un angolo solido. Quindi un solo poliedro 
regolare può esistere con facce pentagonali. 

1 99. L’ angolo di un esagono regolare vale quattro terzi di un 
angolo retto, tre dei quali fanno quattro retti; e perciò non possono 
formare un angolo solido. Dunque non può esistere nessun poliedro 
regolare con facce esagonali. Similmente non può esistere alcun po- 
liedro con facce ettagonali, ottagonali, eco., perchè ciascun angolo 
dell ettagono regolare, dell’ottagono regolare, e di tutti gli altri po- 
ligoni regolari di maggior numero di lati, è maggiore di quello del- 
l’esagono regolare. 

200. Dalle cose precedenti si deduce che possono esistere soltanto 
cinque poliedri regolari, e sono. 

1. 11 tetraedro regolare , o piramide triangolare regolare, for- 
mata da quattro triangoli equilateri uguali. 

2. L'esaedro regolare, o cubo, formato da sei quadrati uguali. 

3. L' ottaedro regolare , formato da otto triangoli equilateri 
uguali. 

4. Il dodecaedro regolare , formato da dodici pentagoni regolari 
uguali. 

5. L’ icosaedro regolare , formato da venti triangoli equilateri 
uguali. 

201. I geometri si sono occupali a dare le costruzioni di questi 
poliedri; ma siccome non si paria di essi negli elementi, così rimet- 
tiamo chi volesse conoscerle al Lib. XIII degli Elementi diEuclide, 
alla Geometria Solida del Caravelli, ad una Appendice di quella del 
Legendre, ecc. Qui ci limiteremo ad osservare che gli antichi geo- 
metri davano specialmente il nome di tetraedro, esaedro, ottaedro, 
dodecaedro , icosaedro ai cinque poliedri regolari , perchè non si 
sono occupati dei poliedri in generale , ma delle piramidi, dei pri- 
smi , e de' poliedri regolari. 

CAPITOLO XIV. 

DEI TnE COIin ROTONDI. 

202. I solidi, de’ quali fin qui si è parlato, sono terminati da su- 
perficie piane ; ma oltre questi solidi la geometria elementare ne' 
considera tre altri, cioè il cilindro retto, il cono retto , e la sfera , 
ai quali si dà il nome di corpi rotondi, perchè i due primi sono ter- 
minati da superficie curve c da superficie piane , e I’ ultima da una 
sola superficie curva. 
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203. II cilindro retto (fig. 45 ) è il solido prodotto dalla rotazio- 
ne di «n rettangolo ABCD intorno ad un suo lato immobile AB 
Questo lato chiamasi asse del cilindro ; i cerchi DUE , CGF de- 
scritti dai Iati AD, BC ne sono le basi, e la linea CD, che genera 
la superficie laterale o convessa delcilindro.ne è il lato Finalmen- 
te 1’ altezza del cilindro è la distanza dei piani paralleli delle due 
basi : essa è eguale all’ asse , o al lato del cilindro medesimo. 

204. Da questa genesi del cilindro ne consegue che ogni sezione 
fatta da un piano che passa per l’ asse, è un rettangolo come CDEF 
doppio del rettangolo generatore ABCD , e che ogni sezione PBQ 
fatta da un piano perpendicolare all’ asse AB, è un cerchio uguale 
a ciascuna base. Infatti, nel rivolgimento del rettangolo ABCD in- 
torno ad AB, la retta OQ perpendicolare ad AB descrive un cer- 
chio uguale alla base. 

205. Due cilindri retti si dicono simili allorché sono prodotti dal- 
le rotazioni di due rettangoli simili ABCD,abcd intorno alati omo- 
loghi AB, ab ; cioè quando i loro assi sono proporzionali ai raggi 
delle loro basi. 

206. Il cono retto ( lìg. 46 ) è il" solido, che vien generato dal ri- 
volgimento di un triangolo rettangolo SAO intorno ad un cateto 
immobile SO. L’altro cateto AO genera il cerchio ANB, che dicesi 
base del cono. Il punto S si chiama vertice del cono ; il cateto SO 
che unisce il vertice col centro della base è l’asse del cono; e final- 
mente si dà il nome di lato, o apotema alla linea SA che descrive la 
superficie laterale o convessa del cono medesimo. 

207. Apparisce da siffatta genesi del cono che ogni sezione fatta 
da un piano, il quale passa per l'asse, è un triangolo isoscele come 
ASB doppio del triangolo generatore SOB\ e che ogni sezione EMD 
perpendicolare all’ asse è un cerchio. 

208. Due coni retti sono detti simili allorché sono prodotti dalie 
rotazioni di due triangoli rettangoli simili ASO aso intorno a cateti 
omologhi, cioè quando i loro assi sono proporzionali ai raggi delle 
loro basi. 

209. Il tono troncato, o tronco di cono ( fig. 47 ) è la porzione 
di cono compresa fra la base ed un piano ad essa parallelo. Quindi 
il tronco di cono può considerarsi come prodotto dalla rotazione di 
un trapezio AODH , di cui gli angoli O, e D sono retti, intorno al 
lato immobile OD. Questo lato dicesi asse o altezza del' tronco e 
si chiamano poi basi L cerchi descritti dai lati DA, Dii-, e finalmen- 
te alla linea AH si dà il nome di lato del tronco di cono. 

210. I troni hi di due coni retti si dicono sùm/iquando sono pro- 
dotti da trapezj simili; cioè quando i loro assi sono proporzionali ai 
raggi delle basi corrispondenti. 

211. La sfera ( fig. 48 ) è il solido generato dal rivolgimento di 
un semicerchio ADB intorno ad un suo diametro AB. Quindi la su- 
fi ^cie sferica che vien prodotta dalla rotazione della semicirconfe- 
renza ADB , ha tulli i suoi punti equidistanti dal cenlroD del semi- 
cerchio generatore , che ditesi centro della sfera. La distanza del 
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centro deHa sfera a im punto qualunque della sua superficie si chia- 
ma raggio delta sfera. È manifesto che lutti i raggi di una sfera sono 
uguali tra loro, e che tutti i diametri sono uguali e doppj de’raggi. 

212. Dalla genesi della sfera risulta ancora che ogni sezione lat- 
ta da un piano, il quale passa pel centro, è un cerchio , di cui il 
raggio è il raggio della sfera. Infatti tutti i punti come A, L, B co- 
muni al piano accennato ed alla superficie sferica si trovano ad un 
uguale distanza dal punto 0\ per conseguenza lasczione medesuna 
ALB è un cerchio che ha per diametroildiametro della sfera. In ge- 
nerale ogni sezione MKN fatta con un piano qualunque è un cer- 
chio ; poiché se dal centro 0 si abbassi sul piano MKN la perpen- 
dicolare OE, le oblique OM, OK, ON, ecc, easendo uguali come 
raggi della sfera saranno equidistanti dal piede E della perpendico- 
lare; e però le rette EM, EK, EN, ecc. saranno uguali fra loro, e 
la sezione MKN sarà un cerchio. 

213. Ogni circolo della sfera che passa pel centro di essa dicesi 

circolo massimo ; chiamasi circolo minore quello che non passa pel 
centro della sfera. È evidente che i circoli massimi sono uguali fra 
loro, poiché hànno il medesimo centro ed il medesimo raggio della 
sfera. . . * 

214. Due circoli massimi si fagliano sempre in due parti uguali , 

perchè la loro comune intersezione, passando pel centro , è un dia- 
metro. Quindi le loro circonferenze s’ intersegano alla distanza di 
180 gradi, ' K . . 

2(5. Ogni circolo massimo divide la sfera e la sua superficie in 
due parti uguali; dappoiché un circolo massimo rivolgendosi intor- 
no al proprio diametro deve produrre la slera medesima. La metà 
di una sfera dicesi emisfero. _ 

2[6. Il centro di un circolo minore e quello della sfera sono in 
una medesima retta perpendicolare al piano del cìrcolo minore. 

217. I circoli minori sono tanto più piccoli quanto più si allonta- 
nano dal centro della sfera ; perché piu grande è quella distanza, e 
più piccola diviene la corda, come MN,r.he è il diametro del circolo 
minore MKN, 

218. Per due punti dati sopra la superficie della sfera può sem- 
pre passare un arco di circolo massimo ; poiché i due punti dati ed 
il centro della sfera sono tre punti che determinano la posizione di 
un piano. 

Nondimeno se i due punti accennati fossero alle estremità d’ un 
diametro,allora questi uue punti ed il centro sarebbero in linea ret- 
ta, e vi sarebbero infiniti circoli massimi che potrebbero passare 
per i due punti dati. 

219. Un piano indefinito che ha un solo punto comune colla su- 
perficie di una sfera dicesi piano tangente dellasfera medesima. Esso 
può considerarsi come prodotto dal rivolgimento della tangente RS 
al cerchio generatore ADR intorno al diametro AB. Quindi un 
piano perpendicolare alla estremità di un diametro della sfera è 
tangente a questa sfera ; e reciprocamente ogni piano tangente alla 
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sfera è perpendicolare all’ estremità del diametro che passa pel pun- 
to del contatto, j 

220. Si dice zona la parte della superficie della sfera compresa 
fra due piani paralleli. 1 circoli che rappresentano le sezioni dei 
piani medesimi rolla sfera si chiamano òasi della zona. Se uno di 
questi piani è tangente alla sfera, allora la zona Ita una base, e con 
altro nome dicesi calotta. 

221 . Una zona a due basi FMNG può considerarsi come genera- 
ta dal rivolgimento di un arco FM intorno al diametro.,/# che pas- 
sa per i centri delle due basi, lina zona ad una base AFG si può 
considerare come prodotta dal rivolgimento di un arco AF intorno 
al diametro AB chi passa per una delle sue estremità. 

222. L’ altezza di una zona è la distanza dei due piani paralleli , 

che sono le basi della zona. - 

22.3. Si chiama s gmenlo sferico la porzione della sfera compresa 
fra due piani paralleli. Le sezioni di questi piani colla sfera sono le 
òasi del segmento medesimo. Se uno dei piani paralleli fosse tan- 
gente alla sfera, allora il segmento sferico avrebbe una sola base. 

224. L’ altezza d'un segmento sferico è la distanza dei due pia- 
ni paralleli che formano le basi del segmento. 

225. Dicesi settore sferico la porzione della sfera compresa fra 
una calotta, ed una superficie conica, che ha per base il circolo ba- 
se della calotta, e per vertice il centro della sfera. 

Un settore sferico può considerarsi come prodottodalla rotazione 
di un settore circolare FAO intorno ad uno dei suoi lati OA , OF. 

Finalmente si chiama fuso la parte della superficie della sfera 
racchiusa fra due semi-circoli massimi che terminano a un diame- 
tro comune, e si dà il nome di cuneo o unghia sferica alla parte 
della sfera compresa fra il fuso c le sue due facce. 

CAPITOLO XV. 

DELLA MISURA DELLE SUPERFICIE DE’ TRE CORPI ROTONDI , 

E DEI RAPPORTI CHE NE DERIVANO. 

226. La teorica de’ tre corpi rotondi riducesi nella geometria ele- 
mentare quasi tutta alla misura delle loro superfìcie , de’ loro vo- 
lumi, ed ai rapporti che ne derivano. Quindi è necessario che si co- 
nosca il principio su cui stabiliremo una siffatta misura, dappoiché 
i geometri nell’ assegnarla hanno seguito diversi melodi, secondochè 
hanno giudicato essere l’ uno più esatto, o più facile dell’ altro. Or 
il principio che seguiremo consiste nel considerare il cerchio come 
un poligono regolare di un numero infinito di lati; e perconseguen- 
xa il cilindro retto come un prisma retto di un numero infinito di 
facce, il cono retto come una piramide regolare di un numero infi- 
nito di facce, e la sfera come un poliedro di nn numero infinito di 
facce. Quesla maniera di considerare il cerchio, ed i tre corpi ro- 
tondi ha il prezioso vantaggio di abbreviare le dimostrazioni , che 
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andiamo ad esporre, de' così detti Teoremi di Archimede intorno 

al cilindro, al cono, ed alla sfera; e di farle concepire e ritenere 
facilissimamente, perchè s’ immedesimano, per così dire, col meto- 
do con cui i teoremi accennati vennero scoverti daquel sommogeo- 
metra dell’antichità, il quale li dimostrò poi in altra guisa per adat- 
tarsi alla maniera di pensare de’ geometri del suo tempo , i quali 
non si permettevano mai di adoperare la considerazione dell'infi- 
nito nelle loro dimostrazioni. E si noti ancora che quando quel- 
la maniera di considerare il cerchio, ed i tre corpi rotondi venga 
adoperata come si conviene, e non s’appoggi a ragionamenti vaghi 
ed arbitrar», essa puòriescire tanta esatta quanto qualsivoglia al- 
tro metodo, che si volesse mettere in suo luogo. 

L’ idea dell’ infinito non è chiara sicuramente ; ma l’ oscurità sta 
nella natura del soggetto, vale a dire sta nel passaggio dalla linea 
retta alla curva, dalle superficie piane alle curve, che non può evi- 
tarsi allorché si tratta della misura del cerchio, e de' tre corpi roton- 
di; dappoiché in tal caso devesi consideracela natura della linea cir- 
colare, o sia di una linea curva. Inoltre una siffatta oscurità s’ in- 
contra in tutta la geometria quando dalle grandezze commensura- 
bili si deve passare alle incommensurabili; e nell’ entrata della geo- 
metria stessa si ritrova nella teorica delle linee rette parallele. L’ i- 
dea dell’ infinitosi potrà mascherare solamente, ma non si potrà mai 
togliere; per cui vai meglio considerarla a viso aperto, e senza or- 
pello o mistero. 

PROPOSIZIONE XCII — TEOREMA. 

227 . La superficie laterale o convessa del cilindro retto ha per 

misura il prodotto della circonferenza della base per r altezza 
( 45 ). 

Dim. Perocché, se si considera la circonferenza della bàse EHD 
come un poligono regolare di una infinità di lati, il cilindro mede- 
simo potrà essere considerato come un prisma retto di una infinità 
di fàcce. Or essendo rettangolari le fàcce di un prisma retto, la sua 
superficie laterale, che è la somma di tutti qùesti rettangoli, avrà 
per misura il prodotto del perimetro della base per l’ altezza; per 
conseguenza la superficie laterale del cilindro retto dovrà essa pure 
avere per misura il prodotto della circonferenza della base EHÙ 
per 1 altezza EF. C. D. D. 

228. Corollario. I)a ciò si deduce che la superficie convessa di un 
cilindro retto è eguale a quella di un rettangolo avente per base la 
circonferenza della base del cilindro, e per altezza quella del cilin- 
dro medesimo. Laonde tutto quello che nella geometria piana è sta- 
to dimostrato intorno ai rapporti di due rettangoli si può applicare 
alle superficie convesse di due cilindri i*etti. 
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proposizione xeni — teorema. 

229. Le superficie convesse di due cilindri simili stanno fra loro ' 
come i quadrati delle altezze , o come i quadrati dei raggi delle basi 
corrispondenti ( fig. 45. ) 

Ditti . Infatti, essendo nei cilindri simili (n° 205) gli assi o le al- 
tezze AB, ab proporzionali ai raggi delle basi AE, ue; ed essendo i 
raggi proporzionali alle circonferenze DEH, deh , ne risulta che 
queste saranno proporzionali alle altezze, e per conseguenza saran- 
no cimili i rettangoli che rappresentano le superficie convesse dei 
due cilindri simili. Ma i rettangoli simili stanno come i quadrati de' 
lati omo|oghi; dunque le supèrlicie convesse de’due cilindri stanno 
come i quadrati delle altezze, ovvero come i quadrati de’raggi.C. 
D..D, 

23Ó. Scolio. È facile vedere che nello stesso rapporto stanno le 
superficie totali di due cilindri simili. 

PROPOSIZIONE XCIV — TEOREMA. 

231. La superficie convessa della piramide regolare ha per mi- 
sura il prodotto del perimetro della sua base per la metà della sua 
apolema ( fig. 49 ). 

Dim ■ Sia SO l'altezza della piramide regolare SABD. Essendo il 
punto 0 il centro del poligono regolare ABCDE ( n. 90 ), le obli- 
que SA, SB, SC, ecc. saranno ugualmente distanti dalla perpendi- 
colare SO; perciò saranno isosceli ed uguali i triangoli ASB, BSC, 
CSD, ece. che formano la superficie convessa della piramide rego- 
lare. Ma ciascuno df questi triangoli, per esempio ASB, ha per mi- 
sura il prodotto della sua base AB per la metà della sua altezza SH, 
che è l'apotema della piramide , dunque la snperficie convessa di 
questa avrà per misura il prodotto del perimetro ABCDE per la 
metà di SH.C. D. D. 

232. Scolio. E facile ora vedere che se si faglia la piramide re- 
golare SABD con un piano alce parallelo alla base , la superficie 
convessa dei tronco di piramide regolare, che è composta dei trape- 
zj Ab, Bc, Cd, ecc. avrà per misura la porzione Hh dell’apotema 
SH moltiplicata per la semisomma dei perimetri delle due basi del 
tronco piramidale. 

PROPOSIZIONE XCV — TEOREMA. 

c 

233. La superficie convessa del cono retto ha per misura il pro- 

dotto della circonferenza della sua base per là metà del suo lato 
(fig, 46). . • ;. 

Dim, Infatti, se si consideri il cerchio ANB come un poligono 
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regolare di un numero infinito di lati, il cono SANB potrà consi- 
derarsi come una piramide regolare di un numero infinito di tacce; 
per conseguenza la superficie convessa del cono retto avrà per mi- 
sura la circonferenza della sua base moltiplicata per la metà di un 
lato SA. C.D.D. 

234. Corollario I. Da ciò si deduce che la superficie convessa di 
un cono retto è equivalente all’aja di un triangolo rettangolo, di 
cui un cateto rappresenta la circonferenza della base del cono, e 
l’altro il Iato del cono medesimo. Quindi si potrà applicare alle su- 
perficie convesse dei coni retti quanto si è dimostrato intorno ai rap- 
porti delle aje dei triangoli. 

235. Corollario II. Pel punto di mezzo E del lato SA si conduca 
un piano parallelo alla base del cono. E - poiché le circonferenze 
stanno come i raggi, le circonferenze ANB, EMD staranno come i 
raggi AO, EK-, ma AO è doppio di imperché SA è doppio di SE, 
dunque la circonferenza della base del cono è doppia di quella della 
sezione, pejr conseguenza: 

La superficie convessa di un cono retto ha per misura il prodot- 
to del suo lato per la circonferenza della sezione equidistante dal 
vertice e dalla baie. . 

236. Corollario III. Pel punto E s'innalzi sopra SA una perpen- 
dicolare che si prolunghi finché incontri l’asse del cono nel punto 
H. I due triangoli SAO, SEK sono simili, perchè rettangoli ed a- 
venti inoltre un angolo S di comune, onde si avrà. 

SA: SO-. : EH: EK. 

Considerando EH, ed EK come raggi di due cerchi, le circonfe- 
renze di questi staranno fra loro come i raggi medesimi, ovvero co- 
me SA a SO. Laonde il prodotto della circonferenza EK nel lato SA 
del cono sarà uguale al prodotto della circonferenza EH per l'asse 
SO del cono medesimo ; e pereiò ne risulta che 

La superficie convessa di un cono retto ha per misura il pro- 
dotto della sua altezza perla circonferenza, che ha tiraggio ugua- 
le alla perpendicolare innalzata sopra un lato del cono dal punto 
di mezzo di questo lato, e terminata all'asse. 

pnoroslzioNE xcvi — teorema. 

ì ' 

237. Le superficie convesse di due coni retti simili stanno j)-a 
loro come i quadrati delle altezze, o come i quadrali deiruggidel- 
le basi corrispondenti ( fig. 46 )■. 

Dim. Infatti , essendo. le altezze SO. so proporzionali ai raggi 
AO, ao, saranno simili i triangoli rettangoli SAO; sao: c perciò i 
lati SA, sa saranno pronorzionali ai raggi AO,ao, ovvero alle cir- 
conferenze ANB, anb. (Quindi risulteranno simili i triangoli rettan- 
goli che rappresentano le superficie convesse de’ due coni. Ma i 
triangoli simili stanno come i quadrati dei lati omologhi, dunque le 
superficie accennate stanno come i quadrati dei lati SA, sa, e per 
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conseguenza come i quadrati delle altezze SO, so, o dei raggi AO, 
ao. C. D.t>. 

PROPOSIZIONE XCVII. — TEOREMA.. 

238. La superficie convessa del tronco di cono retto ha per mi- 
sura il prodotto del lato per la semisomma delle circoferenze delle 
òasi ( fig. 47 ). 

Dim. Sia il tronco di cono ABGU. Considerando le basi come 
poligoni regolari di un numero infinito di lati, ne segue che il tron- 
co proposto potrà considerarsi come un tronco di piramide regolare 
di un numero infinito di facce , e per conseguenza la superfiicie con- 
vessa del troncò di cono retto avrà per misura il prodotto del lato 
All per la semisomma delle circonferenze delle due basi. C. D. D. 

239. Corollaio I. Nel trapezio AH GB la linea EF che unisce 
ì punti di mezzo dei lati non paralleli è uguale alla semisomma delle 
basi AB, IIG, come si è dimostrato nella geometria piana ; per con- 
seguenza la circonferenza EMF sarà uguale alla semisomma delle 
circonferenze delle basi del tronco. Laonde: la superficie convessa 
del tronco di cono retto ha per misura il prodotto dèi suo lato per 
la circonferenza di una sezione emidistante dalle due basi. 

240. Corollario II. Si abbassi dai punto II la perpendicolare IIP 
sopra AB , e pel punto E si conduca ad AH una perpendicolare, 
che si prolunghi finché incontri l’asse DO del tronco nel punto R. 
I triangoli AIIP , ECR sono simili , poiché hanno i Iati rispettiva- 
mente perpendicolari , per cui si ha 

IIA: IIP: : ER: EC. 

Se dunque si considerano ER, EC come raggi di due cerchi, in 
luogo di questi raggi si potranno mettere nella proporzione accen- 
nata le circonferenze dei cerchi medesimi; e perciò il prodotto della 
circonferenza EC pel lato HA sarà uguale al prodotto della circon- 
ferenza ER per HP , ovvero per l’asse DO. Ma il primo prodotto è 
la misura della superficie convessa del tronco di cono (n°239), 
dunque ' t 

La superficie convessa del tronco di cono retto ha per misura il 
prodotto della sua altezza per la circonferenza di raggio uguale 
alla perpendicolare innalzala sul mezzo di un lato del tronco , e 
terminala all'asse. 

PROPOSIZIONE XCVIII — LEMMA. 

241 . Sieno AB, BC, CD, più lati successivi di un poligono rego- 
lare, 0 il suo centro , ed OJ il raggio del cerchio iscritto. Se si sup- 
ponga che la porzione di poligono ABCD situata da una medesima 
parte dell'asse FG giri intorno a questo, la superficie del solido 
prodotto dal rivolgimento del poligono avrà per misura la porzione 
dell'asse MQ moltiplicata per la circonferenza del cerchio iscritto 
(fig. 50).. 


Digitized by Google 



SEZIONE SECONDA 


61 

Dim. Dai punii A, B, C, D si abbassino sull’asse le,perpendico- 
lari AM, BN, CP, DQ, indi dal centro 0 si conducano sopra i lati 
AB, BC le perpendicolari 01, OL . che saranno raggi del cerchio 
iscritto. Ciò premesso, il trapezio ABMN girando intorno all’ asse 
produce un tronco di cono retto, di cui la superficie convessa ha per 
misura il prodotto dell'altezza MN per la circonferenza che ha 01 
per raggio ( n° 240 ). Parimente si dimostra che la superficie con- 
vessa del tronco di cono , o del cilindro prodotta dal rivolgimento 
della figura BCPN intorno all'asse ha per misura il prodotto di NP 
per la circonferenza OL, ovvero 01, e lo stesso si può dire della su- 
perficie convessa del tronco generato dalla rotazione del trapezio 
CDQP. Quindi, la somma di queste superficie avrà per misura la 
porzione MQ dell’ asse per la circonferenza del cerchio iscritto. 
C.D.D. 

242. Corollario. Se il poligono intero è di un numero pari di Ia- 
ti, l’asse FG passerà per due vertici di esso opposti F, t G, la su- 
perficie intera descritta dal poligono FACG avrà per misura il 
prodotto dell’asse FG per la circonferenza del Cerchio iscritto. In- 
fatti, in tal caso è manifesto che la superficie convessa del cono de- 
scritto dal triangolo FA.Mne\ suo rivolgimento intorno all' asse, 
avrà per misura il prodotto di FM per la circonferenza KO del 
cerchio iscritto, e lo stesso dicasi del cono descritto dal triango- 
lo DQG. • 

PROPOSIZIONE XCVIX — TEOREMA. 

243. La superficie della sfera ha per misura il prodotto della 
circonferenza di un circolo massimo pel diametro (fig. 51). 

Dim. Infatti, se si consideri il semicerchio ABD come un semi- 
poligono regolare di un numero infinito di lati, la superficie descrit- 
ta da questo poligono non sarà altro che la superficie sferica, ed il 
raggio del cerchio iscritto sarà il raggio della sfera; per conseguen- 
za in virtù della proposizione precedente la superficie della sfera 
avrà per misura il prodotto della circonferenza di un circolo massi- 
mo pel diametro. C. D. D. 

244. Scolio. Collo stesso ragionamento si dimostrerà facilmente 

che la calotta generata dal rivolgimento dell’arco AB intorno al dia- 
metro AD, e la zona a due basi prodotta dal rivolgimento dell’arco 
BC intorno alln stesso diametro, hanno ciascuna per misura il pro- 
dotto della circonferenza di un circolò massimo per l'altezza AÈnc[ 
primo caso, ed EF nel secondo, 1 

245; Corollario I.Un circolo massimo della sfera avendo per mi- 
sura la sua circonferenza moltiplicata per la metà del raggio della 
sfera; ed essendo il diametro quadruplo della metà del raggio , ne 
segue che 

La superficie della sfera è quadrupla di un suo circolo massimo. 

246. Corollario II. Dal corollario precedente si deduce che 

Le superficie delle sfere stanno fra loro come i quadrati dei rag- 
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gi o dei diametri ; dappoiché i cerchi, stanno come i quadrati dei 
raggi o dei diametri. 

247. Corollario 111. Una zona qualunque stà alla superficie della 
sfera come 1 altezza di questa zona al diametro della sfera medesi- 
ma. Or essendo la corda AB media proporzionale fra il diametro 
AD ed il segmento adiacente AE, dalla proprietà della proporzione 
continua ne risulta che il diametro AD sìa ad AE come il quadrato 
di AD al quadrato di AB. Quindi la superficie della sfera sta alla 
calotta come il quadrato il AD al quadrato di AB, ovvero come un 
circolo massimo al circolo che ha per diametro AB. E poiché la su- 
perficie sferica è quadrupla di un suo circolo massimo, così pure la 
calotta sarà quadrupla del circolo che ha per diametro la corda AB 
dell'arco generatore ; e però equivalente al circolo che ha per rag- 
gio la corda medesima. 


CAPITOLO XVI. 

DELLA MISURA DELLE SOLIDITÀ’, O VOLUMI DEI TRE CORPI 
ROTONDI , E DEI RATTORTI CHE NE DEUIVANÒ. 

248. Stabilita la misura delle superficie dei tre corpi rotondi si 
conosce subito la via da tenersi per arrivare alla misura dei loro vo- 
lumi; nondimeno la misura del volume della sfera olire qualche dif- 
ficoltà , allorché si vuole determinarlo partendo dal principio fon- 
damentale, cioè quello di considerare la sfera come un poliedro di 
un numero infinito di f.icce, senza deviareàn certe forme di ragio- 
namento vaghe ed inesatte, cui si dà impropriamente il nome di 
metodo degl’infinitamente piccoli. 

PROPOSIZIONE C — TEOREMA. 

249. Il cilindro retto ha per misura il prodotto della sua base 
per la sua altezza.' 

Dim. Infatti, considerando il cilindro retto come un prisma retto 
di un numero infinito di facce , la proposizione enunciata diviene 
evidente ; dappoiché il prisma ha per misura il prodotto della sua 
base per la sua altezza. C. D. D. 

250. Corollario I. Ciò che altrove si è detto intorno ai rapporti 
di due prismi si applica ancora ai rapporti di due cilindri. 

251 . Corollario li. I cilindri simili stanno come i cubi degli assi 
o dei diametri delle basi. 

Infatti, la ragione di due cilindri in generale è compostadelia ra- 
gione delle basi e di quella delle altezze , ovvero della ragione de' 
quadrati de’ diametri delle basi e della ragione delle altezze ; ma 
quando i cilindri sono simili la ragione delle alte/.ze è uguale a quel- 
la dei diametri, dunque i cilindri simili sono iu ragion triplicata 
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delle loro altezze o dei diametri delle loro basi , ossia sono come i 
cubi delle altezze, o de' diametri medesimi , o anche dei raggi delle 
basi. , 

• PROPOSIZIONE CI TEOREM A . 

252. Il cono retto ha per misura il prodotto della base pii ter- 
zo dell altezza. 

Dim. Infatti, il cono retto si può considerare come una pira- 
mide regolare di un numero infinito di facce ; ma questa ha per 
misura il prodotto della base pel terzo dell’altezza, dunque il cono 
retto avrà ancora per misura il prodotto della sua base pel terzo 
della sua altezza. C. D. D. 

253. Corollario I. Ciò che altrove si è dimostrato intorno ai rap- 
porti delle piramidi fra loro, e delle piramidi paragonate ai prismi 
si può applicare ai rapporti dei coni fra loro, e dei coni paragonati 
ai cilindri , fra i quali merita di esser ricordato il teorema dimo- 
strato da Eudosso, cioè che il cono retto è la terza parte del cilin- 
dro retto della stessa base e della stessa altezza. 

254. Corollario II. I coni simili stanno come i cubi delle loro al- 
tezze, o come i cubi dei diametri delle loro basi. La dimostrazione 
è come quella fatta per i cilindri simili. 

PROPOSIZIONE Cll — TEOREMA. 

255. Il tronco di cono retto a basi parallele è uguale alla som- 
ma di tre coni, che hanno per altezza comune l'altezza del trofi- 
co, e per base l'uno la base inferiore, l'altro la base superiore, ed 
il terzo una media proporzionale fra le due basi. 

Dim. Infatti, il tronco di cono retto a basi parallele si può consi- 
derare come un tronco di piramide regolare a basi parallele di un 
numero infinito di facce ; ma il tronco .di piramide si divide in tre 
piramidi che hanno le condizioni enunciate nella proposizione, dun- 
que il tronco di cono si dividerà pure in tre coni che hanno le stes- 
se condizioni. C. D. D. 

256. Corollario. Da ciò ne segue che il tronco di cono retto si 
misura come il tronco di piramide. 

PROPOSIZIONE LVI — LEMMA. 

257 . La sfera può esser considerata come un poliedro di un nu- 
mero infinito di j acce ( fig. 52 ). 

Dim. Sia A il centro della sfera; e per questo punto si faccia pas- 
sare un piano ABK che tagli la sfera ; indi nel circolo massimo ri- 
sultatile dalla sezione s iscriva un poligono regolare, di cui un lato 
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sia BK, si tirino i raggi BA , KA, ed al punto A $ innalzi sul piano 
ABK la perpendicolare AC che si prolunghi finché incontri la su- 
perficie sferica in un punto C. tiò premesso, per i tre punti C, B, 
A si faccia passare un piano, come pure per i tre punti C, K, A,nc 
risulteranno gli archi di cerchio massimo CB, C/f,ciasruno de’qua- 
li sarà un quadrante. S' iscrivano in questi due quadranti due por- 
zioni di poligoni regolari perfettamente eguali: si conducano le ret- 
te OS, FR\ dai punti 0, S si abbassino sopra AB , ed AR le per- 
pendicolari OV, SQ, e si unisca VQ. 

Essendo i quadranti CAB, CAK eguali fra loro , ed identiche le 
costruzioni in essi eseguite, è chiaro che sarà OV r= SQ, e VB~QK. 
Ma OV, S{?sono anche parallele, perchè ambedue parallele ad AC , 
dunque OVSQ è un parallelogrammo. Da un’ altra parte , poiché 
VB = QK, e quindi AV ~AQ, anche BK sarà parallela a VQ ; e 
però le rette BK, OR parallele alla terza /^risulteranno parallele, 
ed il quadrilatero OSBK sarà una figura piana. Lo stesso si dimo- 
strerà facilmente per qualunque altro quadrilatero iscritto FOSB, 
poiché in quanto al triangolo CFR esso è sempre in un piano. Se 
dunque si congiungano i punti 0, S,F, R col Centro A della sfera, 
si sarà iscritto nel solido BACK un poliedro composto di piramidi 
che hanno per basi i quadrilateri OBKS, OFRS...., ed il triangolo 
CFR, e per vertice comune il punto A. Facendo lo stesso per tutte 
le mezze ugne sferiche, si troverà iscritto nella sfera un poliedro, 
il quale potrà avere un numero di facce illimitato. Infatti, a misu- 
ra che si raddoppia il numero de’ lati de’ poligoni regolari , di cui 
più sopra si c parlato, si viene ancora a raddoppiare il numero del- 
le facce del poliedro; è poiché un siffatto raddoppiamento non ha al- 
cun limite, così diviene manifesto che il numero delle facce del po- 
liedro iscritto alla sfera può farsi tanto grande che si vuole. Quin- 
di, allorché i poligoni accennati avranno un numero infinito di lati, 
ossia si confonderanno con i circoli massimi, il poliedro iscritto avrà 
un numero infinito di facce, e si confonderà colla sfera , la quale 
in conseguenza si può considerare come un poliedro di un numero 
infinito di facce. C. D. D. 

PROPOSIZIONE crv — TEORESA. 

258. La sfera ha per misura il prodotta della sua superfieie pel 
terzo del suo raggio. 

Dim. Per la proposizione precedente si può considerare la sfera 
come un poliedro di un numero infinito di facce ,, ciascuna delle 
quali potrà considerarsi come base di una piramide éhe ha il verti- 
ce al centro della sfera. Quindi la sfera è la riunione di una infi- 
nità di piramidi, delle quali le basi compongono la superficie sferica, 
c l’altezza di ciascuna è uguale al raggio. Ma ogni piramide ha 
per misura il prodotto della sua base pel terzo della sua altezza , 
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dunque la sfera avrà per misura il prodotto della sua superficie pel 
terzo del suo raggio. C. D D. 

259. Corollario l. Dal teorema precedente si deduce che la sfera 
è equivalente ad un cono, di cui la base è il quadruplo di un cerchio 
massimo, e l'altezza è uguale al raggio della sfera. 

260. Corollario II. Le sfere stanno fra loro come i cubi dei 
raggi, o dei diametri. 

Infatti, le sfere stanno in ragion composta dalla ragione delle loro 
superficie, e dalla ragione dei raggi. Ma la prima ragioue è duplica- 
ta di quella dei raggi, dunque le sfere stanno in ragion triplicata 
degli stessi raggi, ovvero come i cubi dei faggi, o dei diametri. 


rnorosizioME cv — teorema. 

■% 

261 . Il settore sferico ha per misura il prodotta della zona che 
gli serve di base pel terzo del raggio ( fig. 53 ). 

Dim. Perocché, in virtù del lemma precedente ( u° 257 ) il set- 
tore sferico, generato dal rivolgimento del settore circolare ABO 
intorno al diametro AD !, può considerarsi (omposlo di una infi- 
nità di piramidi, delle quali le basi formano la calotta descritta 
dall’arco AD, e l’altez/.a comune è uguale al raggio, Quindi il set- 
tore sferico avrà per misura il prodotto della calotta pel terzo del 
raggio. C. D. D. 

262. Corollario I. Essendosi dimostrato ( n° 247) che la calotta 
descritta dall’arco AB,( fig. 54 ) è equivalente al circolo che ha per 
raggio la corda AB, il settore sferico descritto dal seitore circolare 
ABO sub equivalente al cono che ha per altezza il raggio AO della 
sfera, e per base un cerchio, di cui il raggio è uguale alla corda AB 
dell arco generalore della calotta che serve di base al settore. 

Se il settore sferico fosso descritto dal settore circolare BCO 
maggiore del quadrante , esso sarebbe equivalente al cono che ha 
per altezza il raggio UC della sfera, c per base il cerchio , di cui il 
raggio è uguale alla corda BC dell arco generatore della calotta 
che serve di hasc al settore. , 

263. Corollario II. Essendo il quadrato di AB uguale ai quadrati 
di AE, EB , il cerchio che ha per raggio AB sarà uguale ai cerchi, 
che hanno per raggi AE, EB, per conseguenza il cono che ha per 
base il cerchio di raggio AB, e per altezza AO, ovvero il settore 
sferico prodotto dal rivolgimento del settore circolare ABO, sarà 
uguale alla somma di due coni, che hanuo la medesima altezza AO, 
e per basi i cerchi dei raggi AE, EB. 

rUOl’OSIZIOME evi — TEOREMA. 

264. Il segmento sferico ad una base è equivalente al cono, che 
ha per base il cerchio, di cui il raggio è l'altezza del segmento , e 
per asse la rimanente parte del diametro accresciuta del raggio 
( r ‘g- 54 ). 

9 
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Dim. Si consideri il segmento sferico generalo dal rivolgimento 
del mezzo segmento circolare ABE intorno ad j4E. Essendo il set- 
tore sierico generato dal settore circolare ABO uguale alla somma 
di due coni, che hanno per basi i cerchi de’ raggi AE , EB, e per 
altezza AO ( n° 163 ), se si tolga di comune il cono prodotto dal 
rivolgimento del triangolo BEO intorno ad EO, il segmento sferico 
proposto sarà uguale alla somma di due coni , de’ quali il primo ha 
per base il cerchio di raggio AE-, e per altezza AO, ed il secoudoha 
per base il cerchio di raggio BE, e per altezza AE ; poiché il cono 
che ha per base il cerchio di raggio BE, e per altezza AO è uguale 
alla somma dei due coni che hanno per base il cerchio accennalo, e 
per altezza le rette AE, EO. Or essendo BE media proporzionale 
fra i due segmenti AE, EC del diametro.il quadrato di Jf£'slaràal 
quadralo di BE come AE ad EC. Quindi il cerchio di raggio AE 
starà al cerchio di raggio BE come AE ad EC, e facendo in questa 
proporzione il prodotto degli estremi e quello dei medii, ne risulte- 
rà che il cono il quale ha per ba.-e il primo di quelli cerchi, c per al- 
tezza EC s arà equivalente al cono che ha per base il secondo cer- 
chio, c per altezza AE. Dalle cose fin qui esposte si deduce che il 
segmento sferico proposto è uguale alla somma di due coni, dei (piali 
ciascuno ha per base il cerchio di raggio AE, ma il primo ha per al- 
tezza AO, ed il secondo EC-, e per conseguenza il segmento medesi- 
mo sarà equivalente al cono che ha per base il cerchio, di cui il 
raggio è f altezza AE del segmento, e per asse la rimanente parte 
jE7Cdel diametro accresciuto del raggio AO. C. D. D. 

265. Scolio I. Se il segmento sferico ad una base fosse maggiore 
dell’ emisfero, come sareblie quello prodotto dal rivolgimento del 
mezzo segmento circolare EBC intorno ad EC, avrebbe luogo la 
stessa dimostrazione fatta qui sopra, solamente in vece di sottrarre 
il cono generato dal triangolo BEO , si deve aggiungere al settore 
sferico generato dal settore circolare CBO. 

266. Scolio li. Se il segmento sferico avesse due basi, come quel- 
lo descritto dalla porzione di cerchio BCFE ( fig. 53 ) si otterrà il 
suo volume osservando che esso è sempre la differenza di due seg- 
menti sferici, dei quali ciascuno ha una sola base, come sarebbero i 
segmenti sferici descritti dai mezzi segmenti circolari ACE, ABE. 

267. Scolio IH. Merita ancora di essere osservato che 

Il volume dì un segmento sferico ad una base ha per misura il 
prodotto del cerchio, che avrebbe per raggio l'altezza diquesto seg- 
mento, pel raggio della sfera diminuito del terzo di quella altezza. 

Questa espressione del volume del segmento sferico equivale a 
quella data nel teorema precedente. Infatti, la porzione ECAc\ dia- 
metro AC ( fig. 54 ) collaggiunta del raggio AO equivale a tre vol- 
te il raggio AO meno l’ altezza AE del segmento ; per consegu-n :a 
il cono che ba per base il cerchio di raggio AE. e per asse la rima- 
nente porzione .fiCdel diametro con l’aggiunta del raggio A0,ast\ 
per misura il cerchio di raggio AE moltiplicato pel raggio^/O dimi- 
nuito del terzo di AE. 
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CAPITOLO XVII. 


DELLE RAGIONI, CHE HA LA SFERA COL CILINDRO, K COL CORO 

AD ESSA CIRCOSCRITTI. 

PROPOSIZIONE CVII — TE0RSUA. 

268. Il cilindro retto sta alla sfera cui è circoscritto come 6. 4, 
tanto rispetto alla superficie totale, quanto alla solidità ( fig. 55 ). 

Dim. Sia DFPE un quadrato circoscritto ai circolo AGBH ; i 
diametri AB, GH saranno 1’ uno perpendicolare all'altro ; e dal si- 
multaneo rivolgimento del semicircolo AGB,.e del semiquadrato 
ADEB intorno ad AB si produrrà una sfera , ed un cilindro retto 
ad essa circoscritto, il quale ha le basi uguali a due circoli massimi 
della sfera medesima ; poiché il diametro EP, o DF di ciascuna di 

S ieste basi è uguale al diametro GH della sfera. Da ciò si deduce 
e la superficie convessa del cilindro circoscritto alla sferaè uguale 
alla superficie di questa sfera , essendo I* una e l’ altra espressa dal 
prodotte delta circonferenza di un circolo massimo per I' asse AB. 
Ma la superficie della sfera equivale a quattro circoli massimi 
( n* 245 ), dunque se alla superficie convessa del cilindro si unisco- 
no le due basi, ia superficie totale del cilindro sarà ugnale a sei cir- 
coli massimi ; e però la superficie del cilindro circoscritto starà a 
quella della sfera come 6 : 4. 

Venendo ora alle solidità, si osservi che il cilindro ha per misura 
il prodotto della base, che è un cerchio massimo, pel diametro AB, 
ovvero per 6/3 del raggio CB ; e che la sfera ha per misura la sua 
superficie moltiplicata per 1/3 dello stesso raggio-, il che equivale ai 
prodotto di un cerchio massimo per 4/3 del raggio, essendo la su- 
perficie sferica uguale a quattro circoli massimi. Laonde il cilindro 
starà alla sfera come 6/3 a 4/3, ossia come 6 i 4. C. D. D. 

269. Scolio I. Dal teorema precedente apparisce che nei due so- 
lidi, cioè il cilindro retto circoscritto alla sfera e la sfera, i volumi 
stanno fra loro come le superficie totali. Archimede apprezzò a tal 
segno questa sua scoperta da volere che in vece del proprio nome si 
scolpisse sulla sua tomba un cilindro circoscritto alta sfera. 

270. Scolio IL Merita ancora di essere osservalo che se il cilin- 
dro e la sfera si segano con piani perpendicolari all’ asse AB, i sin- 
goli segmenti della superficie convessa del cilindro saranno equiva- 
lenti ai singoli segmenti della superficie sferica. Cosi, per esempio, 
la calotta generata dal rivolgimento del mezzo segmento circolare 
Bor intorno a Br è equivalente alla superficie convessa del cilindro 
generato dal rettangolo EBrm, dappoiché hanno la stessa misura , 

« ioè la circonferenza di un circolo massimo per f altezza Br. 
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PROPOSIZIONE CVUI — TKORkMJ. 

17 1. Il cono sta alla sfera cui è circoscritto come q: 4 , tanto 
rispetto alla superficie totale, quanto alla solidità ( fig. oG ). 

Dim. Sia SAI) un triangolo equilatero circoscritto al cerchio 
EBF , nel simultaneo rivolgimento del semicircolo EBII , e del 
triangolo SBA intorno a SB, si avrà un cono retto circoscritto ad 
una sfera- Or se si congiunga il punto A col centro (7,1 a retta AC di- 
viderà in due parti uguali l'angolo formato dalle due tangenti Ah 7, 
AB ; ma la retta SB divide ancora per metà I' angolo ESF, dunque 
i due triangoli SAB, ACB sono equiangoli; e perciò simili, e si avrà 
SA : AB: : AC : CB . 

Laonde essendo SA doppia di AB , sarà ancora AC doppia del 
raggio CB-, e per conseguenza il quadrato di AC risulterà quadru- 
plo del quadrato di CB. Ma da un’ altra parte il quadrato di AC è 
uguale ai quadrati di AB, CB, poiché è retto l'angolo -4Z?(7,dunaue 
il quadrato di AB è triplo del quadrato di CB ; e perciò il cercuio 
che serve di base al cono sarà triplo di un cerchio massimo. 

Ciò premesso, si osservi che la superficie convessa del cono ha per 
misura la circonferenza della base per AE, che è la metà del lato 
SA del cono, ovvero ha per misura la circonferenza della base pel 
raggio AB della base medesima; per conseguenza la superficie con- 
vessa del cono sarà doppia di quella base , la quale essendo uguale 
a tre cerchi massimi, ne risulterà infine che la superficie convessa 
del cono è uguale a sei cerchi massimi, e perciò la superficie totale 
del cono saià uguale a nove (errili massimi. Laonde la supcificie 
totale del cono starà a quella della sfera come 9 : 4- 

Lo stesso rapporto sussiste per i volumi. Infatti , il cono ha per 
misura la sua base pel terzo della sua altezza SB, ovvero ha per mi- 
sura il prodotto di tre cerchi massimi pel raggio CB, oppure di un 
cerchio massimo pet-9/3 del raggio CB. Ma la sfera ha per misura 
la sua superficie pel terzo del raggio (7(?,ovvero quattrocerchi mas- 
simi pel terzo del raggio CB , o infine un cerchio massimo per 4/3 
del raggio CB, dunque il cono sta alla sfera come 9/3 a 4/3 , ossia 
come 9-: 4. C. D 1 

27 2. Scolio I. Dalle due proposizioni precedenti si deduce che il 
cilindro circoscritto alla sfera è medio proporzionale fra la sfera ed 
il cono ad essa circoscritto, tanto rispetto alla superficie, quanto alla 
solidità perchè i tre numeri 9 , 6 , e 4 formano una proporzione 
continua. Osservando che il iato del quadrato iscritto al cerchio sta 
al raggio come la radice di 2 sta all'unità; e che il lato del triango- 
lo equilatero iscritto sta al raggio come la radice di 3 sta all’ unità , 
si potrebbe dimostrare che il rapporto sopraccennato ha ancora luo- 
go pel cilindro e pel cono iscritto ; ma non possiamo qui occuparci 
di questa dimostrazione. 

273. Scolio II. Si è visto ( n c 257) come può iscriversi in una sfe- 
ra un poliedro per mezzo di un poligono regolare. Or è manifesto che 
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si potrebbe concepire un poliedro simile di cui tulle le facce fossero 
tangenti alla sfera ; in lai caso il poliedro accennato potrà conside- 
rarsi come composto di piramidi aventi per altezza comune il raggio 
della sfera, e per basi le deferenti facce del poliedro. Quindi il vo- 
lume del poliedro medesimo si avrà ‘con moltiplicare la sua super- 
ficie pel terzo del raggio della sfera isrritta;ma questa ha per inisui a 
il prodotto della sua superficie pel terzo del raggio, dunque le soli- 
dità dei poliedri circoscritti alla sfera stanno tra loro ed alla solidi- 
tà della sfera come le superficie di questi medesimi solidi , c per 
conseguenza la proprietà dimostrata ( n“ 208 ) pel cilindro circo- 
scritto alla sfera appartiene ad una infinità di altri solidi. Infine gio- 
va osservare che siffatta proprietà è analoga a quella che hanno i 
poligoni circoscritti aduno stesso cerchio; poiché le ajc di questi po- 
ligoni stanno come i loro perimetri. 

CAPITOLO XVIII. 

DEI TRIANGOLI SFERICI 

274. Triangolo sferico (fig. 57 ) dicesi la parte della superficie 
dèlia sfera compresa fra tre archi di tre circoli massimi Ali,AC,BC. 

275. 1 lalidi un triangolo sferico sono gli archi die formano il 
suo perimetro. Gli alinoli poi sono gli angoli dei piani in cui si tro- 
vano i loro lati. 

276. Dalla definizione precedente consegue che un angolo di un 
triangolo sferico sarà retto , o acuto , o ottuso , secondo la specie 
dell’ angolo diedro formato dai due piani, ne’quali si trovano i suoi 
lati. E poiché un angolo diedro è misuralo dall’angolo piano, che 
formano le due perpendicolari condotte sopra lo spigoloda un mede- 
simo punto di questo, I' una in una faccia, e 1’ altra nell’ altra, per- 
ciò un angolo di un triangolo sferico sarà misuralo dall’angolo com- 
preso fra le due rette condotte pel vertice rispettivamente tangenti 
ai suoi lati. 

277. Se si congiungono i tre vertici A, B, C,col centro S della 
sfera per mezzo dei raggi AS, BS, CS, si formerà un angolo trie- 
dro SABC che avrà questo centro per vortice. 1 suoi angoli diedri 
saranno precisamente gli angoli del triangolo sferico ABC, ed i suoi 
angoli piani avranno per misura i tati di questo triangolo , poiché 
questi lati si possono considerare'come descritti col centro comune 
in S, c collo stesso raggio. Quindi tutie le quistioni relative alla 
comparazione dei triangoli sferici si riducono a quistioni relative 
alla comparazione degli angoli triedri. Reciprocamente le proposi- 
zioni spettanti agli angoli triedri si applicano ai triangoli sferici con 
mi semplice cangiamento di nomi ; dicendo lati in luogo di angoli 
•oianì ed angoli in luogo di atigoli diedri. 

278. Abbenchè si possano concepire descritti sulla superficie del- 
la sfera triangoli formali da tre archi di tre circoli minori ; pure di 
questi non si fa parola negli elementi di geometria, perché essendo 
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disuguali i circoli minori, i loro archi non hanno una costante cur- 
vatura, come avviene negli archi.de’ circoli massimi. Oltracciò un 
arca 1)L di circolo maltinto minore della semicirconferenza è la 
minima distanza sulla superficie sferica Ira i due punti D, e L. 

( fi?. 48. ) 

Infatti, il piano di questo arco divide la sfera m due emisferi -, e 
perciò se al di sopra del piano DLC esistesse una distanza minore 
dell' arco DL, dovrebbe esistere una simile distanza anche al disot- 
to del piano accennato, poiché rispetto a questo piano la condizio- 
ne de’ due emisferi è identica ; ed allora tra i punti D, e L vi sa- 
rebbero dne minime distanze ; il che non può sussistere- 

Quindi essendo l’arco di circolo, massimo la misura di ogni di- 
stanza sferica, anche per questa ragione si adoperano i soli archi 
di circoli massimi per lati de’ triangoli sierici. 

279. Se nel centro di una sfera si situano due angoli triedri sup- 
plementari ( n° 69 ), i triangoli sferici , determinati dalle interse- 
zioni delle facce di questi angoli colla superficie sferica , si dicono 
triangoli svpplementarj . Quindi si vede che ogni triangolo sferico 
ha il suo supnlcmentario , cioè che ad ogni triangolo sferico com- 
ande un altro di cui i lati, e gli angoli sono rispettivamente 
supplementi degli angoli, e lati del primo. 

280. Se in un triangolo sferico ABC ( fig. 25 ), si uniscano i tre 
vertici A, B, C col centro S’ delta sfera, e si prolunghino i raggi AS, 
BS, CS finché incontrino di nuovo la superficie della sfera nei pun- 
ti A' B 1 Q ; indi si conducano gli archi di circoli massimi A'C', 
A'B 1 , B'C 1 ; il triangolo A'B’C' sarà simmetrico al triangolo ABC. 
Infatti, gli angoli triedri SABC, & A'B'C sono simmetrici (n° 74), 
ossia hanno i loro elementi uguali due a due senza poter coincide- 
re; perciò lo stesso deve aver luogo per i triangoli ABCj A'B’C'. 
Quindi due triangoli sferici sono simmetrici, quando essendo de- 
scritti sopra una stessa sfera, o sopra sfere uguali, gli angoli triedri 
corrispondenti sono simmetrici. 

281. E poiché un angolo triedro non può avere che un solo sim- 
metrico, così ne risulta che un triangolo sferico non può avere che 
un solo- triangolo simmetrico. Finalmente è manifesto che nei trian- 
goli sferici iscsceli non si dà uguagliala per simmetria , ma sem- 
pre uguaglianza propriamente detta, vale a dire che se due triango- 
li sferici isosceli sono uguali, l’uno potrà coincidere coll’altro. 

282. Il polo di un circolo della sfera è un punto della superficie 
sierica, il quale è ugualmente distante da tutti i punti della circon- 
ferenza di questo cerchio. 

283. Il diametro della sfera, 11 quale è perpendicolare al piano di 
un circolo massimo, dicesi asse dello stesso circolo. 

284. È facile ora vedere che le estremità A, e B (fig. 48) dell’as- 
se del circolo massimo DLC sono i poli non solo dello stesso circolo, 
ma ancora di lutti i circoli minori, come MKN, ad esso paralleli. 

Infatti, essendo AO perpendicolare al piano DLC, le corde AD, 
AL, AC,c cc. saranno uguali come oblique che si allontanano ugual- 
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mente dalla perpendicolare ; e perciò saranno ugnali gli archi AD, 
AL, AC, ecc. Lo slesso si verifica per gli archi BD, BL, BC,eec. : 
per conseguenza i punti A, e B sonoi poli del circolo massimo DLC, 
in secondo luogo, essendo AO perpendicolare al piano DCL , sarà 
pure perpendicolare al piano MKN ad esso parallelo ; e però dovrà 
passare pel centro E di questo cerchio ( n° 21 6 ). Se dunque si tiri- 
no le corde AM, AK , AN, ecc. , queste saranno uguali; come pure 
gti archi sottesi da queste corde. Laonde il punto A è polo del circo- 
lo minore MKN , e lo stesso potrà dimostrarsi pel punto B. 

285. Dalle cose preccdcntirisultamanifestocheduc circoli massimi 
non possono avere uno stesso polo; dappoiché rongiungendo questo 
polo col centro comune, la retta congiungente sarebbe perpendico- 
lare in uno stesso punto a due piani diversi; il che non può sussiste- 
re. Oltre a ciò, è evidente che se per i poli di un circolo massimo 
DCL si faccia passare un altro circolo ALB, ciascuno degli archi 
AL, BL sarà un quadrante; ed il suo piano sarà perpendicolare al 
piano CDL. Quindi il triangolo sferico ADL ha due angoli retti, 
cioè gli angoli LDA , DLA-, che perciò sarà un triangolo sierico M- 
rettangolo, Or se si suppone che 1 arco DL sia esso pure un qua- 
drante, l'angolo DOL sarebbe retto ; ma quest’angolo misura I ango- 
lo formato, dai due piani LOA.DOA, dunque l’angoloZL4/,dcl trian- 
golo sferico sarebbe ancora retto, ed il triangolo sferico accennato 
sai ebbe trirettangolo. 

Da ciò si deduce che la superficie della sfera si può decomporre in 
olio triangoli sferici trircttangoli. Se ne deduce ancora che un ango- 
lo sferico DAL ha per misura l’arco DL compreso fra i suoi lati, e 
descritto dal suo vertice A come polo alla distanza di un quadrante. 

28C. Per le proprietà dei poli riesce agevole descrivere sulla su- 
perficie della sfera archi di cerchio come sopra un piano. Infatti, se 
si ponga la punta di un compasso in A, e con un dato intervallo AF 
si (àccia girare il compasso intorno ad A, la seconda punta descrive- 
rà la circonferenza FPG. Se l'intervallo è uguale al quadrante AD, 
in tal caso si descriverà la circonferenza del circolo mass mo DLC. 

287. Volendosi descrivere su la superficie della sfera un arco di 
circolo massimo che passi per due punti dati D, e L, basterà trovare 
il polo dell’arco accennato. A tal uopo, da ciascuno dei punti D, L 
come poli, e coU’intervallo di un quadrante si descrivano sopra la 
superficie sferica due archi che si taglieranno in tin punto A-,%\\ ar- 
chi AD, AL saranno quadranti; e perciò gli angoli AOD,AOL sa- 
ranno retti, la retta^Osarà perpendicolare al piano .D0Z, ed il pun- 
to A sarà il polo del circolo massimo DLC che passa per i due punti 
dati D, e L. Se dunque col punto A come polo, e coll’intervallo di 
un quadrante si descriva un arco, questo passerà per i punti D, e L. 

288 In virtù delle stesse proprietà dei poli, da un punto P dato 
su la superficie della sfera si potrebbe condurre un arco di circolo 
massimo perpendicolare ad un arco dato DL. Ciò si otterrà descri- 
vendo dal punto P come polo, e con un quadrante come intervallo, 
un arco che taglierà l’arco DL, prolungato se occorra, in un punto 
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C\ imli ila questo punto come polo, e collo stesso intervallo, si de- 
scriverà l'arco PL che sarà l’arco richiesto. Infatti, essendo CL un 
quadrante . l’angolo CLA sarà retto ( n° 285 ) ; e per conseguenza 
1 arco PL sarà perpendicolare all'arco DL. 

289. Per Ire punti A, li, C situati sulla superficie sferica può 
sempre passare una circonferenza di cerchio. Imperocché, si fac- 
ciano passare per questi punti gli archi di circolo massimo Ali, 
VC-, indi si divida ciascun arco in due parti uguali , e per i punti 
di mezzo si conducano archi di circoli massimi perpendicolari agli 
archi Ali, BC, il loro punto d’ incontro sulla superficie sferica sa- 
rà ugualmente distante da’ tre [amili dati A? B, C, come è facile 
vedere per l' uguaglianza de’ triangoli rettangoli che ne risulta- 
no. Se dunque si prenda per polo il punto d’incontro accennato , 
e per intervallo una di quelle distanze si potrà descrivere una cir- 
conferenza che passerà per i tre punti dati. Ciò premesso, il cic- 
colo che passa per i tre vertici A, lì, C del triangolo sferico (fig. 57 ) 
v sempre un circolo minore. Infat.i, se fosse un circolo massimo, l’ar- 
co AB si dovrebbe confondere con la circonferenza di questo circo- 
lo, poiché per due punti A, e B non può passare che un solò cir- 
colo massimo. Lo stesso avrebbe luogo per gli archi AC, BC -, e per 
conseguenza il triangolo ABC si troverebbe cangiato in un arco dii ir- 
colo massimo; il che non può sussistere. 

290. Se si prolunghi il lato BC, ( fig. 58 ) del triangolo sferico 
ABC, e si formi l’intiera circonferenza, si avrà un secondo triangolo, 
di cui i lati saranno gli archi AB, AC, e l'arco Bcl/C; questo trian- 
golo corrisponde a un angolo triedro, nel quale l'angolo piano mi- 
surato dall arco BcbC è maggiore di una mezza circonferenza. Simil- 
mente si potrebbero prolungare due lati, ed anche tutti tre i lati del 
triangolo ABC, e formare in tal modo triangoli, nei quali vi sareb- 
bero due o tre lati maggiori di una mezza circonferenza. Ma è facile 
vedere che se si toglie ciascuno di questi lati ila una circonferenza 
intera si ritorna al triangolo ABC , in cui ciascun lato è minore di 
una mezza circonferenza. Perlochè la cognizione degli elementi 
del triangolo ABC basta a determinare quelli, per esempio, del 
triangolo formato dagli archi AB, e AC, c dall’arco BcbC maggiore 
di una mezza circonferenza. Per questa ragione si considerano sol- 
tanto quei triangoli sferici, nei quali ciascun lato è minore della 
mezza circonferenza. 

. • Cavalieri dell uguaglianza dei triangoli sferici. 

29J . Paragonando i triangoli sferici cogli angoli triedri corri- 
spondenti, e richiamando ciò che è stato dimostrato ( n° 72, c 77, 
78 , 79 ), ne risulterà che due triangoli sferici descrittisi! la mede- 
sima sfera, o sopra sfere uguali .sano uguali o simmetrici, se 
hanno: • 

. 1°. J tre lati uguali ciascuno a ciascuno, 

.2". Cn angolo uguale comprcco fra- due lati uguali C iascuno a 
ciascuno. 
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3°. Un lato uguale adiacente a due angoli uguali ciascuno a cia- 
scuno. 

4°. I tre angoli uguali ciascuno a ciascuno. 

Questa ultima proposizione non ha luogo nei triangoli rettilinei, 
nei quali se gli angoli sono uguali, i lati non sono uguali, ma sono 
proporzionali. Al contrario nei triangoli sferici, -che hanno gli angoli 
uguali, e sono descritti sopra la stessa sfera, o sopra sfere uguali, 
se i lati fossero proporzionali, essi diverrebbero uguali come archi 
simili di circonferenze i cui raggi sono uguali. Quindi nei triangoli 
sferici descritti sopra la stessa sfera, se gli angoli sono uguali , i 
triangoli non saranno simili; ma o uguali, o simmetrici; saranno 
però simili, se posta l'uguaglianza degli angoli, sono descritti sopra 
sfere di diverso raggio. 

Proprietà dei triangoli sferici. 

PROPOSIZIONE CIX — TEOREMA. 

292. In ogni triangolo sferico un lato qualunque è minore della 
somma degli altri due ( fig. 57 ) . 

Dim. Perocché nell'angolo triedro corrispondente SABC ciascun 
angolo piano è minore della somma degli altri due; e per conseguen- 
za ciascuno degli archi AC, AB, BC che misurano questi angoli è 
minore della somma degli altri due. C. D. D. 

PROPOSIZIONE CX — TEOREMA. 

293 . La somma dei tre lati di un triangolo sferico è minore del- 
la circonferenza di un circolo massimo ( hg. 57 ). 

Dim. Infatti, essendo nell'angolo triedro SABC la somma dei tre 
angoli piani minore di quattro angoli retti, la somma dei lati del 
triangolo sferico ABC che misurano i detti angoli piani dovrò essere 
minore di una circonferenza di circolo massimo cne misura i quat- 
tro angoli retti. C. D. D. 

PROPOSIZIONE CXI TEOREMA. 

294. La somma degli angoli di ogni triangolo sferico è minore 

di sei, e maggiore di due angoli retti ( fig. 57 ). z 

Dim. Infatti, ciascun angolo di un triangolo sferico ABC è mino- 
re di due retti; e perciò la somma dei tre angoli è minore di sei ret- 
ti. Di più, ciascun angolo del triangolo ABC è il supplemento di un 
lato del triangolo sferico supplementario ( n°297 ), e per conse- 
guenza equivale ad una mezza circonferenza meno questo lato. 
Dunque la somma dei tre angoli del triangolo ABC vale tre mezze 

io 
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circonferenze meno i tre lati del triangolo suppleraentario. Or que- 
sti, tre lati valgono meno di due mezze circonferenze ( n° 67 )-, per 
conseguenza se da tre mezze circonferenze si toglie una quantità 
minore di due mezze circonferenze, il resto sarà maggiore di una 
mezza circonferenza. Quindi la somma dei tre angoli del triangolo 
ABC avrà per misura un arco maggiore di una mezza circonferen- 
za; e però la detta somma sarà maggiore di due angoli retti. C.D.D. 

295. Corollario. Dal teorema precedente apparisce che la somma 
dei tre angoli di un triangolo sferico non è costante come quella dei 
tre angoli di un triangolo rettilineo; ma varia da due sino a sei an- 
goli retti senza mai uguagliare nè l'uno nè l'altro limite. Laonde es- 
sendo dati due angoli di un triangolo sferico neri si può trovare il 
terzo angolo : e così pure è manifesto che I’ angolo esterno di un 
triangolo sferico non è uguale, ma minore della somma dei due in- 
terni ed opposti. 


TnOPOSIZIOtSE cxii — TEOREMA. 

296. In ogni triangolo sferico isoscele gli angoli opposti ai lati 
uguali sono uguali. Reciprocamente se due angoli di un triangolo 
sferico sono uguali, i lati ad essi opposti saranno pure uguali 
( fig- 59)- 

Dim. Sia ABC un triangolo sferico isoscele, nel quale si suppon- 
ga AB zzAC. Si divida la base in due parti uguali nel punto D, 
e si faccia passare l’arco di circolo massimo AD ; si avranno i due 
triangoli ABD, ACD, nei quali essendo i tre lati rispettivamente 
uguali, sarà l’angolo B c C. 

In secondo luogo, supponendo che aie sia il triangolo supple- 
mentario del triangolo proposto, dall’essere 2?=: Csi deduce ac —ab; 
e quindi sarà l’angolo isc; dal che infine risulta l'uguaglianza dei 
lati AC, AB. C. D. D. 

29y. Corollario. Apparisce da questo teorema che 

1°. Un triangolo sferico equilatero è anche equiangolo, e reci- 
procamente. 

2°. In un triangolo sferico isoscele ! arco di circolo massimo 
condotto dal vertice al punto di mezzo della base è perpendicolare 
a questa base, e divide l'angolo al vertice in due parli uguali. 


rnoFOSiziONE cxm — teorema. 

298. In ogni triangolo sferico il lato opposto all angolo mag- 
giore è maggiore del lato opposto àll' angolo minore ; e reciproca- 
mente ( fig. 60 ). 

Dim. Sia in primo luogo l’angolo B maggiore dell’angolo A, sarà 
il lato AC maggiore del lato CB. Infatti si conduca l'arco di circolo 
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massimo BD in guisa eh*? risulti l’angolo ABD ss A (*) : in virtù 
della proposizione precedente si avrà BD ss AD. Ma nel triangolo 
BDC, il lato BC è minore della somma dei lati BD, DC, ovvero di 
AD-\- DC ; dunque AC è maggiore di CB. 

Ir secondo luogo, sia il lato AC maggiore del lato CB, sarà l’an- 
golo B maggiore dell’angolo A; poiché se fosse minore, o uguale, 
nel primo caso sarebbe il lato AC minore del lato CB, e nel secon- 
do caso si avrebbe AC — : CB, contro la supposizione in ambedtìe » 
casi; per conseguenza dev’ essere l’angolo B maggiore dell’angolo 
A. C. D. D. 

PROPOSIZIONE cxrv — TEOREMA. 

299. Se due triangoli sferici , descritti su la stessa sfera, o so- 
pra sfere uguali, hanno due lati uguali respetlivamenle a due latti 
ma l'angolo compreso dai due primi è maggiore dell' angolo com- 
preso dai due secondi , Sara il terza lata del primo triangolo mag- 
giore del terzo tato del secondo; e reciprocamente. 

La dimostrazione è simile a quella fatta pel caso analogo nei trian- 
goli rettilinei. 


PROPOSIZIONE cxv — - TEOREMA. 

300. Due triangoli sferici simmetrici sono equivalenti ( fìg. 61 J* 

Dim. Sieno ABC, DEF due triangoli sferici simmetrici, nei qua- 
li il lato AB =: DE, AC ss DF, BC zz EF-, dico che l aja «lei trian- 
golo ABC è uguale a quella del triangolo DEF. Infatti, i lati dei 
due triangoli essendo uguali, le corde da essi sottese saranno pure 
uguali e formeranno triangoli rettilinei uguali;, per conseguenza i 
circoli circoscritti a questi triangoli saranno uguali. Quindi se per 
i poli O, e P di questi circoli si conducano archi di circoli massimi 
agli angoli dei triangoli proposti , questi archi saranno uguali 
( n° 285 ); e si formerà in questo modo sopra ciascun lato un trian- 
golo sferico isoscele. Or i tre triangoli isosceli del primo dei trian- 
goli dati saranno evidentemente uguali ai tre del secondo, ciascuno 
a ciascuno; poiché nei Triangoli isosceli non esiste ugnngtranza per 
simmetria ( n° 281 ), dunque le aje dei triangoli proposti saranno 
formate nello stesso modo con quelle dei. nuovi triangoli e però i 
triangoli proposti saranno equivalenti. C. D. IX. 

30 (. Sco lio. Se i poli 0, e /’dei circoli circoscritti al triangoli 


(*). Ciò é sempre possibile. Infitti, s' divide l’erco AB in due parti 
uguali, e pel punto di mezzo si faccia passare un arco di circolo massimo 
perpendicolare ad AB , che incontri I’ arco AC nel punto 1)', in.ti per questo 
punto e pel punto B si faccia passare un arco di circolo massimo DB, nmi. 
•«ranno due triangoli rettangoli uguali, e però sarò l’angelo ABD — A. 
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cadessero fuori di questi, la dimostrazione sarebbe sempre la stessa, 
come è facile federe. 

Misura del triangolo sferico. « 

PROPOSIZIONE CXVI — TEOREMA. . 

' 302. Il fuso sta alla superficie della sfera come l'angolo dei se- 
micircoli massimi che comprendono il fuso sta a quattro angoli 
retti ( fig. 62 ): 

Dim. Sia il fuso AMBN compreso dai due semicircoli massimi 
'AMB, ANB che terminano al diametro comune AB. L'angolo MAN 
formato dai due archi AM, A IV, e che dicesi angolo del fuso, può 
essere misurato ( n° 285 ) dall’angolo MON, ovvero dall’arco MN 
del circolo massimo MNP, che ha per asse il diametro AB. Oltre 
a ciò, è evidente che sopra una medesinna sfera due fusi sono ugua- 
li quando i semic ircoli cbe li comprendono formano tra loro ango- 
li uguali. Ciò premesso, è facile dimostrare la proposizione enun- 
ciata. Infatti, supponiamo in primo luogo che l'arco MN sia com- 
mensurabile colia circonferenza MNP; e che stia a questa come 
3 a 12. Dividendo la circonferenza in 12 parti uguali, l’arco MN 
conterrà 3 di queste parti; poi facendo passare per i punti di divi 
sione, e per i punti A, B, 12 circoli massimi, la superficie sferica 
sarà decomposta in 12 fusi uguali, 3 dei quali saranno contenuti 
nel fuso AMBN. Quindi il fuso accennato sta alla superficie sferi- 
ca come l'arco MN alla circonferenza MNP, oppure come l’angolo 
MAN del fuso sta a quattro angoli retti. 

Se l'arco MN fosse incommensurabile colla circonferenza, la pro- 
posizione enunciata si dimostrerebbe col ragionamento fatto nella 
geometria piana in un caso analogo (*). C. D. D. 

303. Scolio. È manifesto che colla stessa dimostrazione si po- 
trebbe provare che l’unghia sferica AMBN sta alla sfera come l’ar- 
co MN sta alla circonferenza MNP. 

PROPOSIZIONE CXVII TEOREMA. 

304. Il fuso ha per misura il prodotto del suo òrco moltiplicato 
pel diametro della sfera-, e f unghia ha per misura il prodotto del 
fuso moltiplicato pel terzo del raggio della sfera medesima. 

(fig. 62). 

Dim. Imperocché, si ha dalla proposizione precedente che il fuso 
AMBN sta alla superficie sferica come l’arco MN alla circonferen- 
za MNP, per conseguenza il fuso accennato sta alla superficie sfe- 
rica come l'arco MN moltiplicato pel diametro MP sta alla circon- 


(*) Vaiti Geom, Piana n.° 34», Ediz. 
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ferenza MNP moltiplicata per lo stesso diametro. Ma la circonfe- 
renza MNP moltiplicata pel suo diametro è là misura dell» super- 
ficie sferica, dunque il fuso ha per misura l'arco MN, che misura 
il suo angolo, moltiplicato pel diametro della sfera. 

In secondo luogo, essendo l'unghia sferica alla sfera come il fuso 
alla superficie sferica, sarà l'unghia alla sfera come il fuso moltipli- 
cato pel terzo del raggio della sfera sta alla superficie sferica molti- 
plicata pel terzo dello stesso raggio. Ma la superficie sferica molti- 
plicata pel terzo del raggio della sfera è la misura di questa, dun- 
que l’unghia avrà per misura il fuso moltiplicato pel terzo del rag- 
gio della sfera. C. D. O. 

305. Corollario I. Il settore circolare MON avendo per misura il 
prodotto dell’arco MN per la mela del raggio MO, sarà in virtù 
della proposizione precedente il fuso AMBN quadruplo del detto 
settore. Quindi il triangolo sferico birettangolo AMN, che è metà 
del fuso, sarà doppio dello stesso settore circolare. Che se poi il 
triangolo AMN fosse trirettangolo, allora la sua aja sarebbe ugua- 
le a quella di un semicircolo massimo, cicè sarebbe la ottava parte 
della superficie sferica; e per conseguenza la superficie sferica po- 
trà essere rappresentata da otto triangoli sferici trirettangoli. 

306. Corollario II. Se dunque si prenda per unità delle superfi- 
cie sferiche il triangolo trirettangolo, che chiameremo K, e per 
unità di angolo l’angolo retto, che chiameremo /?, si avrà la pro- 
porzione qui appresso. 

Fuso AMBN. 8K : : arco .V/V: ciré. MNP, 
ovvero, chiamando A l'angolo del fuso, 

Fuso AMBN : 8K : : A : 4-R, 
e moltiplicando per 2 i termini della seconda ragione, 

Fuso AMBN : 8K : : zA : 8R, 
e dividendo per 8 i conseguenti. 

Fuso AMBN : K : : z i : lì. 

Ma in luogo di K, e R si possono mettere le unità che rappresene 
fano, dunque si avrà in fine. 

Fuso AMBN = zA. 

vale a dire che il fuso è uguale di doppio dcl'suo angolo. 

Questa espressione è di pura convenzione;' poiché essa serve a di- 
notare sotto forma abbreviata la proporzione or ora ottenuta, cioè 
che il fuso sta al triangolo Irirettangolo, che è 1 unità superficiale, 
come il doppio dell’angelo del fuso sta all'angolo retto, che è l'unità 
angolare. La differenza s a dunque in questo; cioè, che nella pro- 
porzione le due unità, superficiale, ed angolare, sono espresse, 
mentrechè nella uguaglianza 

Fuso AMBN = zA, 

le stesse unità si devono sollindere; il che non può mai produrre c- 
quivoco di sorta, e mollo meno indurre in errore. 
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307. L'aja d'ttn triangolo sferico ha per misura il raggio della 
sfera moltiplicato per la somma dei tre archi che misurano i tre 
angoli del triangolo diminuita d'uno mezza circonferenza (Dg. 58). 

Dim. Sia ABC un triangolo sferico. Si prolunghi il lato BC fin- 
ché si formi il circolo massimo BC6c, di cui fa parte; indi si pro- 
lunghino ancora gli altri due Iati AB, AC al di sopra, e al di sotto 
del piano BCbc, essi incontreranno questo piano nei punti, b, e c^ 
ed essi stessi s'incontreranno nel punto a al di sotto del piano me- 
desimo. 

Or siccome due circoli massimi si tagliano sempre «cambievol- 
mente in due parti uguali ( n° 2 1 4 ), così sarà BCb una semicircon- 
ferenza, come ancora Cbc\ per conseguenza si avrà BCb == Cbc, e 
togliendo la parte comune Cb, resterà BC — bc. Nello stesso modo 
si dimostra che CAc ~ACa,e tolta la parte comune AC, risulterà 
Ac — Ca ; c così pure sarà BAb — ABa, e sottratta la parte comu- 
ne AB, resterà Ab zzBa. 

Dunque i triangoli Abc, ed aBC hanno i loro tre lati uguali cia- 
scuno a ciascuno; e perciò sono equivalenti, non potendo comba- 
ciare per essere simmetrici, come è facile vedere. Da ciò si deduce 
che la somma dei triangoli ABC, ed Abc equivale alla somma dei 
triangoli ABC, ed aBC, vale a dire al fuso ABaCA il quale ha per 
angolo l’angolo A del triangolo proposto. 

Ciò premesso, l‘ emisfero ABCbc, superiore al piano BCbc , è 
composto de - quattro triangoli sferici ABC, Abc , ABc , AbC , cioè 
del fuso sferico che ha per angolo A, e dei due triangoli ABc.AbC-, 
e riflettendo che, se a ciascuno di questi due triangoli si aggiunge 
il triangolo proposto ABC, ne risultano i due fusi stèri; i che hanno 
per angoli B e C, si conchiuderà che la somma dei Ire fusi sferici; 
che hanno per angoli A, B, C equivale alla superficie dell’emisfero 
più due volle il triangolo ABC-, e però il doppio triangolo ABC e- 
quivarrà alla somma dei tre fusi diminuita della superficie dell’ e- 
misfero. Ma ciascuno di quelli fusi equivale al prodotto dell’arco 
che misura il proprio angolo pel diametro della sfera ( n° 304 ) , e 
la superficie dell'emisfero equivale al prodotto di una semicircon- 
ferenza di circolo massimo pel diametro medesimo, dunque il dop- 
pio triangolo ABC equivale al diametro mqltipìicato per la somma 
de' tre archi che misurano i Ire angoli del triangolo diminuita di 
una mezza circonferenza ; e perciò il triangolo ABC avrà per mi- 
sura il raggio della sfera moltiplicato per la somma dei detti archi 
diminuita di una mezza circonferenza. C. D. D. 

308. Scolio. La superficie della sfera avendo per misura il dia- 
metro moltiplicato per la circonferenza di un circolo massimo, ov- 
vero il raggio moltiplicato per due volte la circonferenza di un cir- 
colo massimo, segue dalla proposizione precedente che la superficie 
del triangolo sferico sta a quella della sfera come la somma dei tre 
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archi, che misurano gli angoli del triangolo diminuita di una mezza 
circonferenza sla a due circonferenze di circolo massimo. Quindi 
mettendo in luogo degli archi gli angoli da essi misurati, si avrà il 
teorema che Cavalieri dimostrò il primo, cioè che 
La superficie Jet triangolo sferico sta a quella della sfera come 
l'eccesso della somma dei tre angoli del triangolo sopra due ango- 
li retti sta ad. otto angoli retti. 

Se dunque si esprime con E l'eccesso della somma dei tre angoli 
A, B, C sopra due retti, e si prende per unità di misura delle su- 
perficie sferiche il triangolo trirettangolo , e per unità degli angoli 
1 angoio retto, e di più si osservi che la superficie sferica è uguale 
ad otto triangoli trirettangoli, il teorema sopraccennato sarà espres- 
so dalla proporzione. 

Triangolo ABC : 8 : : E ; 8, 
dalla quale si deduce evidentemente 

Triangolo ABC zs E, 
e per conseguenza si potrà dire che 

La superficie di un triangolo sferico qualunque ha per misura V ec- 
cesso della somma dei suoi tre angoli sopra due angoli retti. 

È questa una espressione abbreviata del teorema del Cavalieri , 
che non può produrre veruno equivoco, allorché vi si sottintendano 
le due unità, cioè l’una che serve di misura alle superficie sferiche, 
e l'altra agli angoli. 

Risoluzione di alcuni problemi. 
rr.oposizionr. cxix — problema. 

309. Essendo dati i tre lati di un triangolo sferico , trovare i 
suoi angoli ( fig. 63 ). 

Soluzione. In luogo del triangolo sferico, si considererà l’angolo 
triedro, che risulta unendo i tre vertici del triangolo proposto col 
centro della sfera. 

Sia dunque SABG- un angolo triedro, di cui sono dati i tre angoli 
piani ASB, BSC, ASC, e supponiamo primieramente che si voglia 
trovare l’angolo diedro ASBÒ. Si prendano su gli spigoli le parti 
uguali SA, SB, SC ; e si conducano le rette AB, BC, AC; indi per 
un punto 0 dello spigolo SB s’innalzino su questo nelle facce ASB, 
BSC le perpendicolari OM, ed ON, le quali ( n° 70 ), incontreran- 
no le rette BA, BC. L’angolo MON è l’angolo che si vuole deter- 
minare, poiché esso è la misura dell’angolo diedro ASBC. « 

Ciò premesso, si facciano sopra un piano gli angoli asb, bes, csa 1 
respettivamente uguali agli angoli ASB, BSC, ASC della figura in 
rilievo; prendasi sazzsbszsàsSB, e. si uniscano ab , bc , cu 1 . I 
triangoli asb, bso, csa 1 saranno respettivamente uguali ai triangoli 
ASB, BSC, CSA, perchè hanno un angolo uguale compreso fra Iati 
uguali. Se dunque colle rette ab, bc, ca' si costruisce un triangolo 
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a"bc , questo triangolo sarà uguale al triangolo ABC, poiché i loro 
Iati sono respetlivamente uguali. 

Si prenda ora bozzBO, e che nella figura piana come in quella 
in rilievo può esser qualunque, pel punto o si conduca mn perpendi- 
colare sopra sò; il triangolo mob sarà uguale al triangolo MOB, poi- 
ché hanno un lato bo = BO, adiacente a due angoli uguali ciascuno 
a ciascuno, cioè mob ^ MOB come retti, e mborzMOB a cagione 
della uguaglianza dei triangoli asb , ed ASB. Per la stessa ragione 
saranno uguali i triangoli boti, e BON, onde si avrà otri ss OM, ed 
on =s ON. v 

Si faccia inoltre bm‘ ss bm, e si congiunga m’n, il triangolo m'bn 
sarà uguale al triangolo MBN, poiché hanno due lati uguali ciascu- 
no a ciascuno, cioè bm! es bm — BM, e bn ss BN-, e questi lati sono 
compresi fra gli angoli cba",e CBA uguali in virtù della uguaglian- 
za dei triangoli a"bc, ed ABC. Quindi sarà m!n ss MN. 

Se dunque colle rette. om, ori, m'n si costruisca il triangolo m'nd 
questo triangolo sarà uguale al triangolo MON -, dappoiché questi 
triangoli avranno i loro tre lati uguali ciascuno a ciascuno. Laonde 
l'angolo tn'o'n sarà uguale all angolo cercato MON. 

Nello stesso modo si potranno ottenere i due altri angoli driedri, 
ossia gli angoli piani che li misurano. C. D. F. 

310. Scolio. E facile vedere che la costruzione precedente può 
sempre applicarsi, qualunque sieno i tro angoli piani , purché sono 
tali da poter formare un angolo triedro. Si vede ancora che il pro- 
blema ammette una sola soluzione. 

PROPOSIZIONE CXX — - PROBLEMA. 

311. Essendo dati i Ire angoli di un triangolo sferico , trovare 
i suoi tre lati. 

Soluzione. Sostituendo al triangolo proposto l’angolo triedro che 
gli corrisponde, il problema si riduce a trovare gli angoli piani di 
un angolo triedro allorché sono dati i suoi angoli driedri M, N, P. 
Ciò posto, si chiami d l’angolo retto, e si consideri l’angolo triedro 
supplementario, gli angoli piani di questo saranno espressi da zd — 
M, zd—N, e zd — P. Quindi applicando le costruzioni fatte nella 
proposizione precedente si potranno determinare successivamente i 
tre angoli diedri dell’angolo triedro supplementario. Siano A, B. C 
questi tre angoli diedri, è manifesto che gli angoli piani dell’angolo 
triedro proposto verranno espressi respettivamente da zd — A , 
zd — B, e zd — C, e però il problema sarà risoluto. C. D. F. 

PROPOSIZIONE CXXI — PROBLEMA. 

312 Essendo dati due lati di un triangolo sferico , e l’ angolo 
da essi compreso, trovare il terzo lato ( fìg. 63 ). 

Soluzione. Questo problema si riduce al seguente: dati in un an- 
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golo triedro due angoli piani e l'angolo diedro compreso, trovare il 
terzo angolo piano. Siano dunque ASB, e JiSC i due angoli piani 
dati, sidacria SA = SB~ SC, s' innalzino sopra SB le perpendico- 
lari O.lf, ed ON , e si congiunga MN, l’angolo MON essendo la mi- 
sura dell’angolo diedro ASBG che si suppone dato, si conoscono nel 
triangolo MON due lati e l'angolo compreso. Quindi si può costrui- 
re quésto triangolo, e dedurne l'angolo piano incognito ASC. 

Infatti si costruiscano sopra un piano gli angoli asb e bsc respet- 
livamenfe uguali agli angoli ASB, e BSC della figura in rilievo; e si 
prenda sa s=só= se zzSB. i triangoli ad >, e bsc saranno respetti- 
vamente uguali ai triangoli ASB, e BSC. Si faccia inoltre bo = BO, 
e pel punto o si conduca la retta mn perpendicolare a sb-, i triangoli 
mob. c nob saranno rispettivamente uguali ai triangoli MOB, e NOB. 

Ciò premesso, si costruisca un triangolo m"o"n" , in cui l’angolo 
m"o"n“ sia uguale all angolo dato formato dalle facce ASB. e BSC, 
e sia m"n" — mo — MO. e n"o" — no = NO. Questo triangolo sarà 
uguale al triangolo MON. poiché avranno un angolo uguale com- 
preso fra lati uguali ; e ne risulterà mf'n" — MN. 

Coi lati mb , bn e tn"n" si costruisca il triangolo m'bnì questo tri- 
angolo sarà uguale al triangolo MSN-, poiché avranuo i loro tre la- 
ti uguali ciascuno a ciascuno. 

Su la retta bm' si prenda ba" — bn. e si congiunga co" , il trian- 
golo a"bc sarà uguale al triangolo ABC, poiché gli angoli at'bc , ed 
ABC sono uguali a cagione della uguaglianza dei triangoli iriln, e 
MSN, e di più si ha bc — BC. e ba' 1 — ba — BA. 

Da ciò risulta ancora a"c — AC. Si costituisca dunque un trian- 
golo a! se, di cui i lati *c, e sa' sieno ugnali, e la base sin uguale ad 
afe.-, questo triangolo sarà ugoale'al triangolo ASC, poiché essi a- 
vranno i loro tre lati uguali ciascuno a ciascuno. L’angolo a'sc sarà 
dunque il terzo angolo piano richiesto. C. D. F. 

3 1 3. Scolio. Conoscendo il terzo angolo piano, si potranno otte- 
nere i due altri angoli diedri colla costruzione del n® 309. 

li facile poi vedere che il problema proposto ammette una sola 
soluzione. 

rnoposizioNE cxxn — mohlemj . 

314. Essendo dati un la In rd i due (niffoli adiacenti di un Irian- 
ffolo sferico, trovare i rimanenti lati cu ti terzo (niffolo. 

Soluzione. Sostituendo al triangolo sferico 1’ angolo triedro cor- 
rispondente, rappresentino A l’angolo piano dato,jV, ed N gli ango.i 
che servono di misura agli angoli diedri adiacenti dati. In virtù del 
teorema dèi n° G8, l’angolo triedro supplementi io avrà due angoli 
piani ugnali a sd—M , ed a ad — N: c l'angolo diedro compreso sa- 
rà espresso da sd — A (chiamando d l'angolo retto). 

Applicando le costruzioni del problema precedente , si potrà de- 
terminare il terzo angolo piano del triedro supplementario , e poi 

1 1 
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colle costruzioni del u* 309, isuoi due altri angoli diedri. Sìeno P 
il terzo angolo piano, B e Ci due angoli diedri così determinati, 
l’angolo triedro proposto avrà necessariamente un terzo angolo die- 
dro espresso da zd — P ed i due altri angoli piani saranno respetti- 
vemente uguali a zd — B, ed a zd — C. Quindi tutte le sue parti sa- 
ranno conosciute. C. D. F. 

315. Scolio. La risoluzione de'problemi precedenti fa vedere che 
coll'aiuto dell’angolo triedro suppiementario essi si riducono a due 
soli. Così pure, se fossero dati di un triangolo sferico due lati ed un 
angolo opposto ad uno di questi lati, ovvero due angoli ed un lato 
opposto ad uno di questi angoli, la risoluzione dei due problemi ac- 
cennali si ridurrebbe a quella di uno di essi in virtù dell'angolo trie- 
dro suppiementario: e però nella proposizione seguente daremo sol- 
tanto la risoluzione del primo. 

PROPOSIZIONE CXXllI — PUOBLJEMZ. 

316. Essendo dati due lati di un triangolo sferico, ed un angolo 
opposto ad uno di questi lati, trovare i rimanenti angoli, ed il ter- 
zo lato ( fig. 64 ). 

Soluzione. Questo problema si riduce al seguente: dati in un an- 
golo triedro due angoli piani ed un angolo diedro apposto ad uno di 
questi angoli piani , trovare i rimanenti angoli diedri, ed il terzo 
angolo piano. 

Sia dunque SABC l'angolo triedro; snpponiamo che siano dati 
gli angoli piani CSA, BSA , e l’angolo diedro opposto al primo di 
questi angoli. Per un punto 4 preso ad arbitrio sullo spigolo SA si 
conducano due piani: il primo ABE perpendicolare allo spigolo SB, 
ed il secondo ADE perpendicolare allo spigolo AS. Essendo quesii 
piani entrambi perpendicolari ai piano BSA, la loro comune inter- 
sezione E A sarà perpendicolare a questo medesimo piano.Or essendo 
BS perpendicolare alle due rette BA, BE. I angolo piano rettilineo 
EBA sarà la misura dell’angolo diedro SB, che per ipotesi è dato. 
Quindi nel triangolo ABE si conosce l'angolo EBA , e l’angolo ret- 
to EAB\ di più si conosce ancora il lato AB, perchè nel triangolo 
rettangolo ABS è noto il lato BS, l’angolo retto SBA, e l'angelo 
BSA dato per ipotesi , dunque il triangolo ABE è determinato , e 
perc.ò sarà nolo il lato EA. Ma da un' altra prie si conosce il lato 
AD, che fa parie del triangolo ASD, dunque si potrà costruire il 
triangolo ADE rettangolo in A-, e per conseguenza si conoscerà 
l’angolo ADE. Ma la retta AC è nota, perchè per ipotesi è dato 
1 angolo CSD, e si conoscono i lati SC, SD del triangolo SDC, 
dunque nel ìriangolo CDyi s i conosceranno due lati AD, AC e l’an- 
golo opposto CDA ; per conseguenza si potrà delerminare il lato 
DC. Finalmenle le tre rette DC, SC, SD determineranno il terzo an- 
golo piano DSC. 

Ciò premesso , si faccia sopra un piano l'angolo A'S'C' uguale 
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all'angolo ASC della figura in rilievo, A'S'B 1 ssASB , si supponga 
A'S' ssAS. s’innalzi AC perpendicolarmente ad A'S' , e si prolun- 
ghi finché incontri S'B 1 nel punto D'. E manifesto tho sarà A'O ss 
AC , A'D ssAD , DS'ssDS, OS 1 ss CS j e se dallo stesso punto 
A' si conduca A'D perpendicolare a DS, si avrà A' B' ss AB. Si 
faccia ora al punto B 1 l’angolo A'B' E' ssABE, si conduca la retta 
AIE! perpendicolare ad AB', il triangolo A‘B' E! sarà uguale al trian- 
golo ABE , e perciò risulta A'B ss AE. Volendosi poi costruire il 
triangolo DAE , si osservi che A'D ss AD, A' E' ss AE , e siccome 
l'angolo DA' E! è retto , cosi se si prenda A' E" ssAIE 1 e si conduca 
DE", si avrà il triangolo DA' E" uguale a DAE ; e quindi 1' an- 
golo E" DA' sarà uguale ad EDA. Il triangolo DCA si potrà co- 
struire osservando che DA' ss DA, CA' — CA, e l’angolo E' DA' ss 
EDA opposto a CA. Quindi dal punto A' come centro e col raggio 
A'O si descriverà un arco che taglierà DE" in un punto 0, sarà 
DO =DC ; poi con i tré iati C'S' ss CS, DS' ss DS, e DO ss OC, 
si descriverà il triangolo DS'C"-, l’angolo DS'C" sarà il terzo an- 
golo piano, ed il problema sarà ridotto a quello del n. 34 1. C D.F. 

317. Scolio I. Nella costruzione precedente si è fatta la figura 
nella supposizione che l’angolo AS'C' fosse maggiore dell’angolo 
A'SD ; per conseguenza A'C' è maggiore di A'D , ed il triangolo 
A'D'O c sempre possibile in un solo modo, come l'angolo triedro. 
Se l'angolo A'S'C opposte allangolo diedro dato, è minore dellan- 
golo A'S'D il lato AC è ancora minore di A'D , ed il triangolo 
ADO, è possibile in due modi diversi, o in un solo, o è impossibi- 
le, secondochè A'C' è maggiore, uguale o minore della perpendico- 
lare abbassata da A sopra DO(*) 

L’angolo solido triedro può aver dunque due soluzioni, una sola, 
o è impossibile. 

318. Scolio II. La soluzione precedente suppone 1 .“ che ciascuno 
de’due angoli piani dati sia minore di un retto ; 2.° che l’angolo die- 
dro dato sia acuto. Quindi non può applicarsi quando la somma de- 
gli angoli accennati si suppone uguale o maggiore di due retti, o 
anche quando fosse minore di due retti, ma uno de'due non sia mi- 
nore di un retto, come pure quando l'angolo diedro dato fosse o 
retto o ottuso. Ma siccome il problema precedente in tutt’i casi pos- 
sibili interessa principalmente la trigonometria sierica, così ritnet- 
tiamo ai trattati di questa scienza la risoluzione compiuta di esso(**). 


(*) Vedi Geoin, Pian. »* Ediz. n°. 386. 

(**) La risoluzione puramente geometrica del problema di cui è parola nel 
testo, lia condotto geometri valentissimi a risul lamenti che non sono sem- 
pre d’accordo fra loro. Ciò nasce, almeno secondo la nostra maniera di ve- 
dere, perché con l’ajuto delle sole considerazioni geometriche è difficile te- 
ner dietro a tutte le condizioni, che implicitamente es stono net problema ac- 
cennato, quando si voglia risolverlo compiutamente. La sola analisi algebri- 
ca adoperata come si conviene é capace di abbracciare tolte lo condizioni, 
che vi possono essere, senza escluderne alcuna, come può ve 'ersi uell’eccel- 
Unto trigonometria del eh. Professore F. Jmanle. 
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3 li). Scolio. III. La risoluzione de’problemi precedenti offre il mez- 
zo di assegnare i caratteri che determinano gli angoli solidi poliedri. 

Supponiamo che l’angolo solida S'(fìg.26) sia formato dai quattro 
angoli piani ASB BSC, CSB‘, B'SA. La conoscenza di questi ango- 
li non basta per determinare l’angolo solido ; perocché con gli stessi 
angoli piani si potrebbe formare una infinità ai angoli solidi. Infat- 
ti, se per gli spigoli SA, SC si faccia passare il piano ASC, l’ango- 
lo solido S saia decomposto in due angoli triedri SABC , SAB'C. 
Or la conoscenza de’due angoli piani ASB, BSC non basta per de- 
terminare l’angolo triedro SABC . ma vi bisogna qnella del terzo 
angolo piano AS C-, e lo stesso avviene per l'angolo triedro SAB'C, 
che non resta determinato dalla sola conoscenza de'due angoli piani 
CSB', B'SA.Q uindi è manifesto che con quattro angoli piani si po- 
tranno formare tanti angoli solidi diversi quanti saranno i valori di- 
versi che si potranno dare all angolo ASCMa se alla conoscenza dei 
quattro angoli piani si aggiunga quella dell’angolo diedro SB, allo- 
ra l’angolo solido triedro SABC sarà totalmente determinato, e per 
mezzo del problema risoluto ( n“ 312 ) si potrà trovare il terzo an- 
golo piano ASC; il che determinerà ancora l'altro angolo triedro 
SAB'C-, e per conseguenza 1 angolo solido 5 sarà determinato. 

È facile ora vedere che per determinare un angolo solido forma- 
to da cinque angoli piani, non basta conoscere questi angoli, ma vi 
bisogna ancora la conoscenza di due angoli diedri ; converrebbe co- 
noscere tre angoli diedri ed i sei angoli piani nell’angolo solido for- 
mato da questi angoli, e così in progresso. 

Abbiamo dimostralo(n°80) che : Due angoli poliedri sono uguali 
fra loro, allorché sono composti di un medesimo numero di angoli, 
triedri rispettivamente uguali, e disposti nello stesso ordine. 

Dietro alle cose precedenti è facile ora vedere che si potrebbe 
dare a questo teorema un'altra enunciazione, dicendo: 

Due angoli poliedri sono uguali fra loro, allorché sono compo- 
sti di un medesimo numero di angoli piani rispettivamente uguali, 
e disposti nello stesso ordine-, e di più un angolo diedro del primo 
sia uguale all angolo diedro omologo del secondo, se gli angoli so- 
lidi sono tetraedri ; due angoli diedri del primo siano uguali agli 
angoli diedri omologhi del secondo, se gli angoli solidi sono pentae- 
dri ; e cosi di seguilo (*). 


(*) Euclide non ha parlato che de’soli angoli solidi triedri, e lo ha fallo in 
un modo imperfettissimo. Quindi è avvenuto che Clavio, il migliore interpe- 
tre di quel geometra, è caduto in errori grossolani, quando nei suo cemen- 
to ha voluto assegnare i caratteri deli’uguajglianza degli angoli solidi polie- 
dri. Tutta questa dottrina appartiene ai geometri moderni. 
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